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TEMAS 1 Y 2 ¢ AUTOEVALUACION 3 1/2

1. [1 punto] En la misma hoja de enunciados, marcar la opcién mds apropiada. No es necesario justificar la respuesta.

a)

)

Sim*(A) =0, ;jcudl de las siguientes afirmaciones es verdadera?

i. m*(AUB) = m*(B) para cualquier B C R. iii. A es contable.
ii. A no es medible. iv. A=0.
(Para cudles de los siguientes conjuntos A se tiene que m*(A) = 0?
i. QNJo,1]. iii. El conjunto de Vitali.
ii. R\QnJo,1]. iv. El conjunto de tipo Cantor C(%) con 0 < ot < 1.

(Cuadl de las siguientes condiciones no garantiza que A es medible?

i. m*(E) =m*(ENA)+m*(E\A) (E CR). iii. m*(A)=0.
ii. m*(A)=m*(ANE)+m*(A\E) (E CR). iv. m*(A°)=0.
Sea {E, };_, una sucesién de subconjuntos de un conjunto X. Entonces, liminf, . E, s igual a:
i Ny En. iii. Ug En-
i, Ui Myek En- iv. My Unei En.

Sea {E, };_, una sucesi6n de subconjuntos de un conjunto X. Entonces, limsup,_,., E, es igual a:

i =i En. i U, Ep.
e e . w |
i, Uizt Mizk En- v. (i Unzg En-
Sea E C R un conjunto medible. ;Cuadl de las siguientes afirmaciones es falsa?
i. E esunién de un Fs y un conjunto de medida nula. iii. Sim(E) > 0, entonces E contiene un cerrado no vacio.
ii. Existe un conjunto de medida nula cuya unién con E es un Gg. iv. Si E contiene un cerrado no vacio, entonces m(E) > 0.

Si una propiedad se verifica c.t.p., {qué se puede afirmar de su negacién?

—-

i. No se verifica en un conjunto de medida nula. ii. Se verifica en todo punto.

ii. Se verifica en un conjunto de medida nula. iv. No se verifica en ningtin punto.

El supremo esencial de una funcién f sobre un conjunto medible E se define como:

i. La menor cota superior de f sobre E. iii. La menor cota superior de f en c.t.p. de E.

ii. El mayor valor que toma f en c.t.p. de E. iv. El punto donde f alcanza su médximo en E.

Supongamos que f es medible no negativa. ;Cual de los siguientes procedimientos no es, en general, vdlido para calcular su integral?
i. Aproximar f por una sucesién creciente de funciones simples iii. Aproximar f por la sucesién f, = min{f,n} (n € N) y aplicar el
medibles y aplicar el teorema de la convergencia monétona. teorema de la convergencia monétona.
o0

ii. Expresar f = Z f como una serie de funciones integrables tales iv. Aproximar f por una sucesién de funciones medibles no negativas

n=1 y aplicar el lema de Fatou.

que Z /|f,,|dx<oo.
n=1

(Cudl de las siguientes funciones es integrable Lebesgue, pero no integrable Riemann, en [0, 1]?

i. La funcién caracteristica del conjunto de Cantor. iii. La funcién de Dirichlet.

ii. La funcién caracteristica del conjunto de Vitali. iv. La funcién de Thomae.

2. [3 puntos] Responder razonadamente a las siguientes cuestiones:

a)
b)

Definir el concepto de o-dlgebra. Dar tres ejemplos no triviales.

Explicar la diferencia entre medida exterior y medida en el contexto de la teorfa de Lebesgue. ;Qué condicion

caracteriza a los conjuntos medibles?

MEDIDA E INTEGRACION OCW-ULL 2025



2/2 I. MARRERO

c) Se tiene una sucesion {f, }:-_, de funciones integrables sobre un espacio de medida (X,.”, ), tales que

/’ifnduaéni/fndu.

;Se puede afirmar que

Y [1fldu <o
n=1

3. [1.5 puntos] a) Enunciar el lema de Fatou.

b) Aplicarlo para probar que si f, i € L' (1) (k € N), con limy_e fi = f c.t.p. [u] y

tlim [ 1fildu = [ 171an.
—y00

entonces

tim [ \fi— fl du =0,
k—yoo

4. [1.5 puntos] a) Enunciar el teorema de la convergencia dominada.

b) Aplicarlo para demostrar que si p,q > 0, entonces

I xp—1 hd 1
= —1 n
/0 14-x4 dx ;( )

= p+ng

5. [3 puntos]

a) Describir el proceso de construccién de la integral de Lebesgue mediante extensiones sucesivas a partir de la integral
de funciones simples medibles hasta llegar a la integral de funciones medibles reales, respondiendo, en particular, a

las siguientes cuestiones:

= ;Es cierto que toda funcién medible no negativa tiene una integral? ;Es cierto que toda funcién medible no

negativa es integrable? ;Cudl es el matiz que diferencia «tener una integral» de «ser integrable»?

= ;Qué ocurre si en a) se reemplaza «medible no negativa» por «medible real»?
b) Enunciar el teorema de aproximacién de Lebesgue.
¢) Enunciar el teorema de la convergencia monétona.

d) Sea f una funcién integrable Lebesgue sobre R. Dado a > 0, definase f,(x) = f(ax) (x € R). Ilustrar los apartados

/fadx:%/fdx.

a), b) y c) probando que
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