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1. [1 punto] En Ia misma hoja de enunciados, marcar la opcién mas apropiada. No es necesario justificar la respuesta.

a) Supongamos que la sucesion { f, }_; es de Cauchy en L” (1) (1 < p < eo). ;Cudl de los siguientes enunciados es cierto?
i. Si LP(u) C L9(u) para algin g, 1 < g < oo, entonces existe  iii. Si LP(u) C L9(u) para algin g, 1 < g < oo, entonces existe
£ € L9(1) tal que Timy s [ fu — g =O. £ € L9(1) tal que limy oo [ sl = 1 f]l-

ii. {fu},_, admite una subsucesion convergente c.t.p.. iv. Todos los anteriores.

b) Sea (X,.#, 1) un espacio de medida y sean f € L”(u), g € L7(u), donde p, g son exponentes conjugados en el rango (1,0). Entonces || fg|[; =
1115 llgllg si, y sélo si:
i. f'y g son proporcionales c.t.p.. iii. |g| = ||g||e c-t.p. en el conjunto donde f # 0.

ii. |f]? y |g|? son proporcionales c.t.p.. iv. Para todo € > 0, se verifica que p({x:|f(x)| > ||flle—€}N
{x:lg@)]> gl — €} N {x: flx)g(x) = 0}) > 0.

¢) Sea (X,., ) un espacio de medida y sean f € L' (), g € L (u). Entonces || fg||1 = || £]|1 ||| si, y s6lo si:
i. fy g son proporcionales c.t.p.. iii. |g| = ||g||e c-t.p. en el conjunto donde f # 0.
ii. |f]?y |g|? son proporcionales c.t.p.. iv. Para todo € > 0, se verifica que u({x:|f(x)|>|fll~—€}N

{x:lg()| > llgll- — €} N {x: fx)g(x) > 0}) > 0.
d) Sea (X,.7, ) un espacio de medida y sean f,g € L”(it), con p € (1,e0). Entonces || f + g, = || f|lp + llgl|p si, y s6lo si:

i. fy g son proporcionales c.t.p.. iii. |g| = ||g||e c-t.p. en el conjunto donde f # 0.
ii. |f]P y |g|? son proporcionales c.t.p.. iv. Para todo € > 0, se verifica que u({x:|f(x)| > ||f]le—€}N
{x:lg()l > llgllee —€} N {x: f(x)g(x) > 0}) > 0.
e) Sea (X,.7,1) un espacio de medida y sean f,g € L™ (). Entonces || f + glle = || f]l + [|g || si, y s6lo si:
i. fy g son proporcionales c.t.p.. ili. |g| =]|gl/e c.t.p. en el conjunto donde f # 0.

ii. |f]P y |g|? son proporcionales c.t.p.. iv. Para todo € > 0, se verifica que p({x:|[f(x)| > ||flle—€}N
{x:lg@)> lgll — €} N{x: f(x)g(x) = 0}) > 0.
f) Sea v una medida signada sobre el espacio medible (X,.”), y sean A,B € . tales que X = AUB. ;Qué condiciones deben cumplir A y B para
constituir una descomposicion de Hahn de X respecto de v?

i. ANB#0, A es v-positivo y B es V-negativo. iii. ANBes v-nulo.

ii. AABes v-nulo. iv. ANB =0, A es v-positivo y B es V-negativo.
g) Supongamos que ( y v son medidas sobre X, y que v(X) =2. Sea f la derivada de Radon-Nikodym de u respecto de p + v. Entonces,
v({x: f(x) < 1}) vale:
i 2. iii. 1/2.
ii. 3/2. iv. 1.
h) (Cudl de las siguientes afirmaciones es falsa?

i. La o-dlgebra producto es la menor que contiene a los rectangulos iii. La o-algebra producto estd formada por todos los subconjuntos

medibles. del espacio producto cuyas secciones cruzadas pertenecen a las
ii. La medida producto es la tnica definida sobre una c-dlgebra o-dlgebras factores.

producto que asigna a un rectdngulo medible el producto de las iv. La o-dlgebra generada por un dlgebra o/ es la menor clase

medidas de los conjuntos factores. mondtona que contiene a 7.

i) Sean m la medida de Lebesgue y A la medida cardinal en [0, 1]. Entonces, (m x A)({(x,x) : 0 <x < 1}):
i. ValeO. iii. Vale oo.

ii. Vale 1. iv. No estd definida.

J) SeanX =Y =N, u = v la medida cardinal sobre Z(N). Definimos f : X x ¥ — R por:

2-27% x=y
fey)={-2+27, x=y+1
0, en otro caso.

(Cudl de los siguientes resultados es correcto?
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i [aue) [reyav) =o. [ave) [ £y dut) =o. i, [du) [ £en)ave) =0, [ave) [y duto 2.
i [du) [ fey)avs) =2 [avo) [ feydue =o. v [aue) [fenavi) =2 [ave) [ 1) due =2.
Resolucion.
a) iv. c) iii. e) iv. g) i i) iv.
b) ii. d) i. 1) iv. h) iii. j) ii. O

2. [1.5 puntos] Sea (X,.%, 1) un espacio de medida, y supongamos que los exponentes p, g satisfacen 1 < p < g < oo. Dar
condiciones necesarias y suficientes sobre u para que se tenga LP(u) C LY(u) 6 LP(u) D L4(u). Proporcionar también
un ejemplo de una medida p tal que LP(u) y L7(u) no guarden ninguna relacién de inclusion cuando p # g. Justificar la
respuesta.

Resolucion. La respuesta a esta pregunta viene dada por los resultados y ejemplos siguientes:

a) Teorema 3.4 del Tema 3 (Villani, 1). Las siguientes condiciones sobre el espacio de medida (X, L) son

equivalentes:
i. LP(u) C L1(u) para ciertos p,q € [1,00] con p < q.
ii. infge gy U(E) >0, donde Sy denota la coleccion de todos los conjuntos E € . de medida positiva.

iii. LP(u) C LY(u) para cualesquiera p,q € [1,00] con p < q.

b) Teorema 3.5 del Tema 3 (Villani, II). Las siguientes condiciones sobre el espacio de medida (X, L) son

equivalentes:
i. LP(u) D L(W) para ciertos p,q € [1,00) con p < q.
ii. SUpgcg W(E) < oo, donde Y% denota la coleccion de todos los conjuntos E € . de medida finita.

iii. LP(u) D LI(u) para cualesquiera p,q € [1,) con p < q.

¢) Teorema 3.6 del Tema 3. Las siguientes condiciones sobre el espacio de medida (X, L) son equivalentes:
i. LP(p) D L™(p) para algiin p € [1,0).
i, 1(X) < oo,
iii. LP(u) D L*(u) para cualquier p € [1,00).

d) Ejemplo 3.10 del Tema 3. Sea f(x) =x~'(1+|Inx|)~2.
i. Severifica que f es integrable en (0,).
ii. Si1<p< oo entonces g, = f'/P € LP(0,00)\ L*(0,0) .
iii. Si, ademds, 1 < q < ooy q# p, entonces g, ¢ L1(0,00) .

Por tanto, existen espacios de medida (X,.%, 1) donde los correspondientes espacios LP (1) no guardan entre si

ninguna relacion de inclusion. O

3. [1.5 puntos]

a) Enunciar las desigualdades de Holder y de Cauchy-Schwarz.

b) Sea (X,.”,u) un espacio de medida. Supongamos que ((X) =1y que f, g son funciones medibles no negativas

[ rau [gan=1.
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Resolucion.

a) Teoremas 2.20 y 2.24 del Tema 3 (desigualdad de Holder para 1 < p,q < ooy para p = 1, g = oo, respectivamente).
Sea (X,.7,)t) un espacio de medida, y sean 1 < p,q < oo exponentes conjugados (p~' +q~ ' =1). Si f € LP(u) y
g € L(u), entonces fg € L' (), con [|fglli < [If1l, lIglly- Aqui,

1/p
= { fivau} " a<p<on il —essoln)

La desigualdad de Cauchy-Schwarz es el caso particular de la de Holder correspondiente a p = q = 2.

b) Puesto que v/fg > 1, la desigualdad de Cauchy-Schwarz permite escribir:

/fdu /gduz {/\/Jngu}zz {/161#}2:#(?()2:1- m

4. [1.5 puntos]

a) Enunciar el primer teorema de Tonelli-Hobson.
b) Seana >0, f € L'(0,a), f >0,y
F(x) :/Oxf(t) di (x> 0).
Demostrar la igualdad
/Oaf(x)lné dx— /0 @ dx—&—F(a)lné.
Resolucion.

a) Teorema 2.5 del Tema 5 (Tonelli-Hobson, I). Sean (X,.7, ) e (Y, .7 ,Vv) espacios de medida c-finita. Sea f > 0 una
Sfuncion (. x T )-medible, y sean

o) = [ fav. wi)= [ pdu ex,yey),

Entonces, @ es .#-medible, W es T -medible, y

Joodu=[ rauxv)= [ yav.

b) Se cumple que

/OaFix) dx:/oa%dx/oxf(t)dtzfoaf(t)dt/taidx

:/a(lna—lnt)f(t) dt:/af(x)lnldx—F(a) lnl,
0 0 x a

donde, en virtud del primer teorema de Tonelli-Hobson, el cambio en el orden de integracion se justifica porque los

integrandos son no negativos. O

5. [1.5 puntos] Se considera la funcién

definida en D = [0,1] x [0, 1].

a) Enunciar el teorema de Fubini.
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b) Comprobar que
0 —(x+y) d x+y
floy) = [ = S (),
dx y(x2 +y2)1/2 dy x(x2+y2)1/2
c) (Es cierto que f € L'(D,m x m)?
Resolucion.

a) Teorema 2.8 del Tema 5 (Fubini). Sean (X,., 1) e (Y, 7, V) espacios de medida c-finita. Si f € L' (i x V), entonces
fi € LY(V) para casi todo x € X, f* € L' (u) para casi todo y € Y, las funciones @ y ¥ definidas por

o(x) = /fodv, w(y) = /Xfydu (xeX,yey)

estan en L' (1) y L'(v), respectivamente, y se cumple:

Joau=[ rawxv)= [wav.

b) Se tiene:
O~y ) 1@ P (@) 12 x4y
a_x y(x2+y2)1/2 - y x2+y2 - y (x2 +y2)3/2
Y exy -y xy
Y@y (24527

Para calcular la otra derivada, intercambiamos los papeles de x e y:

a xX+y _ 9 =4y N\ y-x  x—y
dy x(x2+y2)1/2 dy x(x2+y2)1/2 (x2—|—y2)3/2 (x2+y2)3/2.

¢) Larespuesta es negativa: aplicando @), encontramos que

Al(A{ﬂnyﬁh>dy=—4n2#hﬂzzél(A{ﬂmyﬁw>dn

asf pues, f ¢ L'(D,m x m).

6. [3 puntos] Sea m la medida de Lebesgue sobre la o-dlgebra de Borel . en X = [0, 1].
a) Fijado a € X, sea 6,(E) = xe(a) (E € ). Demostrar que J, es una medida sobre ., que no es absolutamente
continua con respecto a .

b) Se define la funcién de conjunto v sobre .& por
=1
wm:/fw+zﬁmMm (Ee.9).
E n=1

Justificar que v es una medida, y que tanto m como V son o-finitas.
¢) Enunciar el teorema de descomposicién de Lebesgue.

d) Hallar la descomposicién de Lebesgue de v relativa a m, identificando la derivada de Radon-Nikodym de la parte

absolutamente continua respecto de m y el soporte de la parte singular con m.
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Resolucion.

a)

Fijemos a € X. La medida §, se conoce como medida o delta de Dirac en a; comprobamos directamente que es, en

efecto, una medida. En primer lugar, resulta obvio que J, toma valores no negativos. Ademds,

6(1(0) = X0 (a) =0.

Por tltimo, si {E;}7 | es cualquier sucesion de subconjuntos de . disjuntos dos a dos, se tiene:

[ (OE) XU E ( ZXE, 84 (Ei) .
i=1

m
u'«

Luego, 9, es, en efecto, una medida. Puesto que 8, ({a}) =1y m({a}) =0, encontramos que &, < m.

Observamos que vV = ¢ + v, donde las funciones de conjunto ¢ y v se definen mediante
|
o(E)= [Pdx. y(E)= Y 26uE) (EeP).
n=1

Para demostrar que Vv es una medida sobre ., bastard ver que @ y ¥ lo son.

Que ¢ es una medida se infiere del Teorema 2.8 del Tema 2. Por otro lado, para cerciorarnos de que ¥ es una medida
s6lo necesitamos probar que es contablemente aditiva, puesto que, obviamente, es no negativa y se anula en el vacio.
A tal fin, sea {E;} ; una sucesién de subconjuntos de .# disjuntos dos a dos; sin mds que atender al apartado a) y al
hecho de que toda serie doble de términos no negativos se puede sumar en cualquier orden (lo que se demuestra, por

ejemplo, aplicando el teorema de Tonelli al producto de medidas cardinales sobre N) encontramos que
v (UE) T Lo (UE)
i=1 i=1

como se pretendia. Puesto que las medidas ¢ y y son finitas (consecuentemente, o-finitas), lo mismo cabe afirmar

dev=0+y:
X =1 4
V“O’”>:/ox"”22n5l/" (0.0 =5 |, + Yy=3tl=z<=

Teorema 4.10 del Tema 4 (descomposicién de Lebesgue). Sean (X,.%, 1) un espacio de medida G-finita, y v una
medida o-finita sobre .. Entonces Vv = Vy+ V1, donde vy, v| son medidas sobre ./ tales que vo L uy vi < u. Esta
es la llamada descomposicion de Lebesgue de la medida v con respecto a U, y es tinica.

Resulta evidente que ¢ < m, y que la derivada de Radon-Nikodym d¢/dm (Teorema 3.5 del Tema 4) es f(x) = x*
c.t.p. [m]. Por otra parte, denotando A = ,_;{1/n} € ., también es claro que m(A) = y(A°) = 0, de modo que
v L m. El soporte de ¥ es la clausura del conjunto donde y es positiva, es decir, AU{0}. Dado que v y m son
medidas o-finitas sobre la misma o-dlgebra .#, podemos aplicarles el teorema de Lebesgue y, basandonos en la
unicidad de la descomposicidn, concluir que @ es la parte absolutamente continua respecto de m mientras que ¥ es

la parte mutuamente singular con m, con la derivada de Radon-Nikodym y el soporte ya indicados. O
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