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TEMA 1.
LOS MODELOS CON TASA DE AHORRO EXOGENA:
EL MODELO DE SOLOW

1. Introduccion

2. Caracteristicas del proceso de crecimiento del stock de capital
2.1. La funcién de produccion
2.2. Inversion y acumulacion de capital

3. La acumulacién de capital con tasa de ahorro con  stante: el modelo de
Solow

3.1. El equilibrio en el modelo de Solow
3.2. Alteraciones en las variables clave del modelo de Solow

3.3. La relacion entre consumo y capital: la restri  ccidon de recursos de la
economia y la regla de oro

4. La velocidad de ajuste al estado estacionarioy  la hipotesis de convergencia
5. La contabilizacion del crecimiento y el progreso técnico exdgeno
5.1. El residuo de Solow

5.2. Cambio técnico exdgeno

1. Introduccion

En los modelos que se han analizado hasta ahgpaydpectiva empleada ha sido la
del corto plazo, entendido como un periodo relaisate corto de tiempo en el cual las
politicas de demanda pueden ejercer algun efedice sel empleo y la produccion. No
obstante, parece que uno de los objetivos deseadascualquier economia se manifiesta en
el largo plazo y se refiere a que muestre un peeficrecimiento continuo y constante en los
niveles de renta que le permita acceder a un niagoestar a su poblacion. La existencia de
condiciones que permitan el crecimiento econdmicedp generar diferencias importantes en
los niveles de bienestar de distintas economias.

El tema se desarrolla en torno al modelo neocladea@recimiento planteado por
Solow (1956) y por Swan (1956), que constituyeusitp de arranque de la moderna teoria del
crecimiento. El modelo de crecimiento neoclasicé&sd®w es consistente con ciertos hechos
estilizados de la economia norteamericana en laddéde los 60. Estos hechos, conocidos
como los ‘hechos estilizados de Kaldor’, indicarm ¢ tasa de crecimiento de la produccion
per capita, la tasa de crecimiento del capitakpeita, la tasa de ahorro, el tipo de interés real
y la participacion de los factores productivos en renta nacional se mantuvieron
aproximadamente constantes en este periodo. Ademas,

- Latasa de crecimiento de la produccién per céipgaproximadamente el 1,6%.
- Latasa de crecimiento del capital per capita fustpa.

- Latasa de ahorro estuvo préxima a 0,2.
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- La participacion del factor trabajo se mantuvo @md a 0,66 y la del capital en el
0,34.

En el apartado 2 se exponen los supuestos sot@enialogia y sobre la evolucion del
capital y la poblacion que se utilizan en el modidSolow, pero que también son la base del
resto de los modelos de crecimiento que estudiagemasta asignatura. En el apartado 3, se
define el supuesto caracteristico del modelo devéaue es que la tasa de ahorro de la
economia es constante y se explica el equilibrlond®lelo de Solow y cual es el proceso
temporal que se sigue para llegar al mismo. Tamberonsidera el comportamiento del
modelo cuando modifica la tasa de ahorro y se penmanifiesto que el crecimiento de la
produccion per capita se agota a causa de la esigtade rendimientos marginales
decrecientes en la acumulacion de capital. Ades&sanaliza la eficiencia dinamica del
equilibrio estacionario.

En el apartado 4 se explica como obtener una medigatitativa de la duracion de la
transicion de la economia hacia el estado estawiona se presenta la hipotesis de
convergencia.

En el apartado 5 se explica como los estudios &uopithicieron patente que la
acumulacion de trabajo y capital no eran suficenpara explicar el crecimiento de la
produccion per capita. Surgio asi lo que se demdral residuo de Solow, que sirvio para
justificar los modelos de crecimiento técnico exigeComo se ha dicho, una caracteristica
fundamental del modelo neoclasico es que el creaitmise agota debido a la existencia de
rendimientos marginales decrecientes en el facpital. En este sentido, el crecimiento a
largo plazo se justifica por la existencia de skBdeknoldgicos exdgenos que incrementan en
el tiempo la productividad de los factores prodwagi En cualquier caso, el crecimiento a
largo plazo se puede explicar mediante los moddmscrecimiento enddégeno, que se
analizaran en el tema 3.

Antes de comenzar, es importante aclarar algurectss de la notacion que se va a
emplear:

» Las variables en niveles estan expresadas en megsidc(inversion),C (consumo),
Y (produccion)L (trabajo),N (poblacion) K (capital), etc.

» Las variables en minusculas representan variallgsee capita. Por ejemplg=Y/L
(produccidn per capitak=K/L (capital per capita=C/L (consumo per capita), etc.

* Se supone que las economias estan siempre en gigpleo, por ello la fuerza de
trabajo coincide con la poblacién, asiN. Por ello, las variables que estan medidas es
términos per capita equivalen a medidas por trdbaja

* En este tema, y en los sucesivos, sera frecuengs tpie considerar la variacion
respecto al tiempo, t, de diversas variables. d¢isyindicar que la derivada respecto
al tiempo de una variable cualquieb§, se denota con la variable con un punto
encima. Asi:

X(t) = oX(t)
ot

» Latasa de crecimiento de dicha variable X, quead! crecimiento porcentual de esa
variable en cada momento del tiempo, viene dada por

X(t)
X (1)

vy (t) =
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2. Caracteristicas del proceso de crecimiento del stock de capital
2.1. La funcién de produccion

La funcion de produccion utiliza dos factores piithos: trabajo, representado por la
poblacion (o la poblacion adulta) de la economiel gapital, cuya acumulacién proviene de
la asignacion de unidades del bien final a actiedgproductivad.as variables representadas
con letras mayusculas se referirdn a valores aiosplunientras que cuando se utilicen
minusculas haran referencia a valques capita.

La funcién de produccion tiene la forma y propiestadiguientes:

Y =F(L,K)

F>0;F >0

F, <0 ;R4 <0

F >0 F. >0 [1.1]
}I(i[rl FK(L,K):ILiTOFL(L,K):O

E%FK(L,K)=ILi[\1()FL(L,K)=m

Ademas, se afiade la propiedad de que la funci@madieiccion presente rendimientos
constantes a escala. Es decir, al incrementar lleaeipn de factores productivos en una
determinada proporcion la produccion se incrementia misma proporcién. Formalmente, la
funcién de produccion debe ser homogénea de grade decir, que para cualquigr0 se
verifica

AY = F(AL,AK ) [1.2.]

DefiniendoA=(1/L), y=(Y/L), k=(K/L) [1.2.] puede escribirse de las siguientes formas
alternativas:
Y

o
L F(l,f)—y— f(k) [1.3.]

Teniendo en cuenta que=L F(l,f) =L f(k), se puede afirmar que

F.=f'(k)>0; f"(k)<O

II(im f'(k)=0
i ()=

En la expresion anterior la producciger capitaaparece como funcion del capiper
capita La productividad marginal de capital y del trabpueden expresarse en términos del
capitalper capitd segun

o K 1: )
K Fe=Lhdd L )L Fik) [1.4.]
‘I_FL_F(LL) LFK(l’L)LZ f(k)-kf' (k)

Para desarrollar el analisis posterior en ocasi@@esdoptara la siguiente forma
especifica de la funcién de produccion que cumgtelas propiedades anteriores

1 Se deja al lector demostrar que se puede efdletisiguiente descomposicion de la funcion de proiducen
funcion de las productividades marginalédé=F(L, K) = LF, + KF,
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Y=AL"K? 0<a<l A>0

gue puede transformarse en térmipescapita

y = AK? [1.5]
y cuyas productividades marginales son
Fe = Aak™™
[1.6.]
F. = Al-a)k”

Ademas, la funcién de produccién Cobb-Douglas @&s usada en estos modelos
debido a que es la Unica consistente con el hestiizado de Kaldor segun el cual la
participacion de los factores productivos es apnaxiamente constante.

Bajo el supuesto de que las empresas actlan da fovmpetitiva, tenemos que se
cumplen las condiciones habituales segun las csé&legualan la remuneracién real de los
factores productivos a sus productividades margimal

r=F,
w=F

Por lo tanto, las condiciones de los hechos dedfdld fraccién de remuneracion de
cada factores sobre la produccion real) vienenslpda

wl_R-L_ h-066
Y

rR_RK o034
Y Y

lo que, ademas, otorga una interpretacion y unrvapwoximado del parametro en la
funcién de produccion.

2.2. Inversion y acumulacion de capital

La inversion bruta constituye la parte de la pro@ut que se destina a mantener y
ampliar elstockde capital. Definiendo la tasa de depreciacionstietk de capital como
0<d<1, lainversion puede expresatse

| =K +K [1.7]

siendo K la derivada respecto al tiempo dsbck de capital, esto es la acumulacion (o
desacumulacién) neta de capital.

Suponiendo que la poblacién crece a una tasa cuesta n= L/L), si se define
k=(K/L), derivando esta ultima expresion respecto al tiesgpobtiene

1

k=tg-K
L

12

L, de donde,ﬁ = I.<+ kn

Si se dividen ambos miembros de [1.7.] jphoy se definei=(l/L), sustituyendo la
expresion anterigpodemos obtener la siguiente expresion en térnpeosapita

2 Hay que indicar que realmente en esta expresameaen funciones que dependen del tiempo, pardo q

1(t) = K(t)+K(t).
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i =(n+J)k+k [1.8]

Notese quén+J)k refleja, de una forma especial, la depreciacidrstiekde capital
per capita En efecto, el capitgler capitase deprecia no solo por la propia depreciacidocefis
del stock de capital sino también, y de ahi lo de espepiat, el mero incremento de la
poblacion puesto que, aun bajo el supuesto dedgQe a mas personas presentes en una
economia el capital por persona se reduce. Ercaste cuando la poblacidn crece, para evitar
esta caida del capitgler capita hay que “reponer” el capital correspondiente sanlaevas
personas que se incorporan

Despejando desde la expresion [1.8], se obtiene:

k=i-(n+dk [1.9]

La expresion anterior indica que el capital pelteagrecera (disminuira) siempre que
la inversion bruta per capita supere a (sea meney la depreciacion del capital per capita.
Cuando la inversion bruta per capita iguale a [@et@acion del capital per capita entonces la
inversion neta per capita sera nula y el stockaghta per capita no variara.

3. La acumulacién de capital con tasa de ahorro con  stante: el modelo de
Solow

3.1. El equilibrio en el modelo de Solow

Es facil apreciar que para poder conocer la ev@ut@mporal del stock de capital per
capita basta con sustituir la inversion bruta @guita () en la expresion [1.9]. Pues bien, con
este fin, a continuacion se emplearan los supuetbsmodelo de Solow aplicado a una
economia cerrada sin sector publico.

Cuando se considera que la economias es cerrada gajexiste sector publico, se
sabe que la produccion o renta naciorgl f6lo se puede destinar a consum® ¢ a
inversion brutal). Ademas, la renta de la economia solo se puedieatea consumo o a
ahorro (S). Por ello, el ahorro de la economiaestinh necesariamente a inversion bruta. En
términos formales:

Y:C+I}

=S
Y=C+S, =

De esta forma, la cantidad de inversion que sézeeah la economia lo determina el
ahorro de las economias domésticas. En el modelSoltlev-Swan se supone que una
fraccion constante (no cambia con el tiempo) dprtaluccion o renta, denominada tasa de
ahorro (s), se destina a ahorro. De esta forma:

| =sY O<s<1
Dividiendo por N se puede obtener la inversiondpér capita:
Y

| . .
—=S— L |1=8 - i=sf(k
N N y ()

3 Si se utiliza el tiempo en forma discreta, tenemas el capital de un periodo a otro evolucionaiseg
k(t+8)-k(t) = a{ f[k(t)] - c(t) - (n+ & )k(t)}

dondeA representa la longitud del periodo de tiempo sesto son variable flujo instantaneas. Notese que s

puede pasar a tiempo continuo si se reescribegnsmn limites segin

jm <A 2 ) = flo]- o) - (n+ o)
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De esta forma, la expresion [1.8] queda:

sf(k) = (n+ )k +k

Por otra parte, la evolucién del stock de capital gapita en el tiempo [1.9] viene
dada por:

k = sf(k) - (n+ d)k [1.10]

La interpretacion de la expresion anterior es & eldel comportamiento del modelo
de Solow. Siempre que el ahorro per capita queeserg sea mayor que la depreciacion del
capital per capita, se acumulara capital. Si fureseor, el capital per capita se reduciria en el
tiempo. Si el ahorro per capita iguala a la depi@én del capital per capita, la inversion neta
seria justamente cero y, por tanto, el capitatppita permaneceria constante.

Caracterizacion del estado estacionario en el modetle Solow

Llegado este punto, la pregunta que nos hacemofa esguiente: bajo estas
condiciones de la economia, ¢ es posible que est@m®éa se mantenga creciendo a una tasa
positiva y constante? Responder a esta preguntenésiVa 0 negativamente) es una de las
grandes aportaciones de Solow. Usaremos la conditi@0] y las propiedades de la funcion
de produccion neoclasica para hacerlo.

Partiendo de [1.10], dividimos ambos lados de lzaeidn pork. Asi, a la izquierda
nos queda la tasa de crecimiento del capital.t8itasa de crecimiento es positiva y constante
siempre, entonces también sera la de la econoreiaoBtraremos por reduccion al absurdo
gue esto no se puede dar. Partimos de que:

kS sy

““k Kk
Supongamos que efectivamentg> pfra todo periodo de tiempo t. Esto implica

que a medida que t crece, el capital tiende aifafifomando limites en la expresion anterior
cuando k (o t) tiende a infinito,

v, =lim,__ v, =dim km%—( nt+ 9
Pero debido a los rendimiento decrecientes a eskalfi(k)), el denominador de
f (k) / k crece mas rapido que el numerador, por lo quarstelcuandok tiende a infinito es

cero. Asi,

lim

too

lim, v, =-(n+J)<0.

Este resultado constituye un absurdo, ya que haisigartido de la premisa de que la
tasa de crecimiento era constante y positiva. @&sicluimos que, debido a los rendimientos
decrecientes de la funcion de produccion, la ecéaam puede mantener una senda de
crecimiento estable y constante en el largo plai®ga un momento en que las nuevas
unidades de capital que se afiaden a la econonm@nementan la produccién lo suficiente ni
siquiera para reponer la depreciacion existentd, Ae quedan recursos para seguir
aumentandd, por lo que no se crece mas y el crecimiento seaadday que indicar que
cuando hablamos de capital en estos modelos haceigpsncia al niumero de unidades de
capital (maquinas) existentes. Aumeritamplica, por lo tanto, incrementar la cantidad de
capital (maquinas) que ya existen, sin que elloliqup que estas unidades de capital
(maquinas) sean mejores o diferentes.
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Demostrado lo anterior, se puede concluir quetadesestacionario (EE) o equilibrio
a largo plazo en el modelo de Solow vendra caiaatiw por crecimiento cero de las

variables per capita, o lo que es lo mismo, tijme__ k(t) =k

En el grafico 1 se representa el equilibrio del elodde Solow. La recta + Jd)k
representa la depreciacion del capital per capitantras que la curvaf k(pyoporciona la
inversion bruta. La existencia de rendimientos egentes es la causa de que la curva sea
cada vez mas plana a medida que aumenta el stadpdal per capita.

Para un stock de capital dado, la diferencia dat@irva y la recta es precisamente
sf(k) - (n+9)k, es decir, la inversion neta per capita. Por elfopuntos a la izquierda de la
interseccion entre la curva y la recta (es dea@rapralores del stock de capital per capita

menores de&’ ) se verifica quek > 0, mientras que a la derecha ocurre lo contrario.

sf(k)
(n+ Ok (n+d)k
k=0 sf(k)
stlk)=(n+o)k; |
K, K

Gréfico 1. Equilibrio en el modelo de Solow

De este modo si, por ejempla@| stock de capital per capita fuese menor kuela

inversion neta superaria a la depreciacion deltalapéer capita. Es decir, como se invierte,
mas de lo que se necesita para mantener el stockpital per-capita, se iniciaria un proceso
de crecimiento del stock de capital per cépita. &mbargo, puesto que la funcién de
produccion neoclésica tiene rendimientos decressergl producto marginal del capital es
decreciente. Esto causa que a medida que el swakapital per capita va creciendo la
inversion neta va disminuyendo. De este modo,daslimientos decrecientes son el freno al
crecimiento, ya que a medida que se acumula cdaifabduccion per-capita crece cada vez
mas despacio y con ello el ahorro se incrementa wazl a un ritmo menor. Por ello, la brecha
gue separa a la curva y a la recta se va haciadbwez menor hasta que desaparece cuando

4 El razonamiento inverso se haria para puntosiarecha dek .
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el stock de capital per capita llega a $ef. De ese modo, el equilibrio de este modelo
conduce a que el stock de capital per capita Sestante.

Por ello, se puede establecer la condicién deibguildel modelo de Solow, segun la
cual existira equilibrio estacionario cuando ndea&l stock de capital per-céapita en el tiempo
y, por tanto, tampoco se modifique la producciongdpita. Esto es:

k=0 - sf(k¥) =(n+J)k*

La condicién anterior indica que lo que se ahoraor lo tanto se invierte, es justo lo
gue se necesita para mantener el stock de capitalapita. Por ello, éste no crece en el
tiempo.

El nivel de vida de las personas lo medimos halpiteiate a través de la produccion o
renta per capita. Por ello, es importante darsentaude que cuando el stock de capital
permanece constante también lo hace la produceidogpita. Es facil demostrarlo derivando
respecto al tiempo la funcion de produccién inteasi

y=fk) - y=fKk

Si k =0 se verifica quey = 0Asi, en el equilibrio estacionario del modeloSidow
la renta per capita es constante.

En cualquier caso, es importante aclarar que, auedjcapital y la produccion per
capita sean constantes en el tiempo, en el esttdoi@ario la produccion y el stock de
capital total estan creciendo. Esto es asi porgongue la produccion y el stock de capital por
persona no varian si lo hace la poblacion. De hephede calcularse que, en el estado
estacionario, la produccion y el stock de capgitaten a la misma tasa que la poblacign (

y:I -Y=yL - InY:Iny+InL_>X=X+£_>—:n
L Y y LY
k=X L K=kL - mnK=ink+mL o K=k b Koo
L K k L K

3.2. Alteraciones en las variables clave del modelo de Solow

Una pregunta relevante que podemos hacernos ungueezomos capaces de obtener
el equilibrio en el modelo de Solow es cémo canthiando se producen alteraciones en las
variables exdégenas del modelo. En concreto, es riamte saber qué ocurre cuando las
familias deciden ahorrar mas recursos y dedicalasversion, es decir, cuando la tasa de
ahorro aumenta.

Partiendo del estado estacionario representadbggéfieco 2, cuando se incrementa la
tasa de ahorro, se desplaza hacia arriba la csif{ig. Esto implica instantaneamente un
aumento del ahorro per capita h@ﬂa(ko), lo que da lugar a que parte de la produccién que
antes se consumia pase a ser destinada a increneéstack de capital. Puesto que la

5 Formalmente, la estabilidad del equilibrio estéagtizada si se verifican las condiciones de Ingdague en

dk .
este caso se cumple qud?(— =sf'(k*) =(n+0) <0, lo que implica que, en las inmediaciones deldesta

estacionario, la funcién de inversion neta debertemenor pendiente que la recta que define la digién del
capital per céapita.
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inversion bruta supera a la depreciacion per caeltatock de capital per capita empieza a
crecer y con él la producciéon per capita. Por ellelve a aumentar la inversion bruta per
capita (movimiento a lo largo de la curva) y tambi@ depreciacion del capital per capita
(movimiento a lo largo de la recta). La existend@ rendimientos decrecientes en la
acumulacion de capital conduce a que la brechasgpara a la curva de la recta sea ahora
menor, por o que aunque el stock de capital peitac&olvera a crecer, lo hara ahora a una
tasa menor. Este proceso dindmico de crecimientibnta dando lugar a crecimientos cada
vez menores del stock de capital hasta que, al dabaerto tiempo, lleva a conseguir el
estado estacionarik, y, como consecuencia, un nivel de regpga capitasuperior al que se

producia en el estado estacionario inicial.

En resumen, un aumento de la tasa de ahorro inotareénivel dektockde capital
per capitadel estado estacionario, por lo que durante lssicam la economia crece. Sin
embargo, los rendimientos decrecientes en la a@aaidnl de capital conducen a que el
crecimiento se agote.

sf(k)
0+ 8 (n+d)k
k=0
sflk)=(n+a) [~ — sf(k)
fiko) [~ . |
3flko) | st
s flko)=(+oky ... ' i
kg k,’ K

Grafico 2. Aumento de la tasa de ahorro en el modede Solow

Razonamientos similares permiten explicar los efede alteraciones en el resto de
variables exdgenas del modelo.

3.3. La relacion entre consumo y capital: la restri  ccidon de recursos de la
economia y la regla de oro

El analisis hecho hasta ahora permite caracteelzanlor del capital per cépita en
estado estacionario en el modelo neoclasico baB@ado este nivel de capital, ¢ cual sera el
nivel de consumo que se alcanza a largo plazo endaomia? La relacion entre consumo y
capital en estado estacionario y alguna propiedelesante de este equilibrio la obtenemos
directamente de la restriccion de recursos de da@unia y es lo que discutiremos en esta
subseccion.
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Pero antes de ir al detalle, demos la intuicioned&@ relacion. Un razonamiento
erroneo nos haria pensar que a mas capital, mdaqmion (dada poi(k)) y esto permitiria
consumir mas. Pero a nivel macroecondmico, no debatvidar la depreciacion que sufre el
capital. Para mantener mismos niveles de capgaiofi una parte de los recursos ha de ser
destinada a reponer este capital. Mas aun, a meqidael capital crece, mientras que la
produccion crece cada vez mas lentamente (la cesvadncava), la depreciacion crece
linealmente (véase grafico 1). Esto quiere dece para niveles muy altos de capital, la
productividad marginal del capital es muy pequgita, lo que los aumentos de produccion
son inferiores a los recursos que hay que desicabrir la depreciacion. O sea, jen lugar de
haber mas recursos disponibles para consumir (caahohay menos! Por ello, la relacion
entre consumo y capital no es monoétona. En priocideberia ser creciente cuando la
productividad del capital es alta (niveles de @ptquenos), superior a la depreciacion, y
decreciente cuando la productividad marginal esi@iég (niveles de capital altos).

Caractericemos a continuacion la restriccion dewrsss de la economia, la cual
establece la relacion entre el capital existerdegue este produce, los recursos que se
destinan a depreciacion, y los posibles usos deelmgsos en consumo o0 en acumular mas
capital (inversion neta). Partimos de la siguierdadicion que obtuvimos en las secciones
anteriores, que define la acumulacion de capital:

i = k+(n+ o)k [1.11]

Ademas, en una economia cerrada sin sector puldigupduccion de destina a consumo 0 a
inversion, por lo que la inversion es lo que quddaa produccién después de detraer el
consumo.

y=c+i - i=y-cC
Teniendo en cuenta que la produccion per capiteeviiada por la funcion de produccick):
i=fkk)-c [1.12]
Podemos combinar [1.11] y [1.12]

y—c:(n+5)k+l.< [1.13]
de donde
k=f(k)-c—(n+d)k [1.14]

La ecuacion [1.14] constituye una relacion impdeaen la medida en que refleja la
disyuntiva que se produce entre consumo Yy crectmigel capital. Dado un nivel de capital
actual, si se quiere disponer de mas capital &rtwio, es decir, destinar bienes a incrementar
el stockde capitaper capita sera con un menor consumo actual.

Para dar otra interpretacion a esta condicioredaaribimos de la siguiente manera:

f (k) - (n+J)k= c+ k

La parte izquierda representa los recursos disfgmn#én esta economia después de la
depreciacién; la parte izquierda denota los usas spI pueden dar de estos recursos: en
consumo o en acumular mas capital.

A partir de [1.14] se pueden examinar las cond&sobajo las cuales se mantiene
indefinidamente en el tiempo un determinado nivel ahpital adquirido, es decir, las
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condiciones bajo las cuales stock de capital per capita se mantiene en su estado
estacionario. Haciendfoz 0 en[1.14], se llega a
c= f(k)=(n+9)k [1.15]

Esta relaciéon, que se representa erfico 3, permite establecer la relacion entre
consumo Yy capital que dejastbckde capital invariable en el tiempo (en estadocestario).
Es facil establecer la forma de U-invertida endiacaion entrec y k a partir de [1.15] (basta
con calcular la primera y segunda derivada defestadn y los puntos de corte cuantkD).

Volviendo a la explicaciéon intuitiva que se propomaba al principio de este
subapartado, la relacién entre consumo y capitaélsnmonotona. Inicialmente es creciente, ya
que la productividad del capital supera a la tagaslepreciacion del capital per cépita. Sin
embargo, a medida que el stock de capital perag&pibumentando el producto marginal del
capital se va reduciendo hasta que queda por ddbdpdepreciacion del capital per capita y
la curva tiene pendiente negativa.

Cc

Grafico 3: La restriccion de recursos de la econoraien el estado estacionario

Una vez que conocemos las combinaciones de congugapital per capita que
verifican que dejan el capital per capita invaealgls importante conocer qué ocurre cuando le
economia se sitla por encima o por debajo. Paratethemos un punto de la curva y veamos
gué sucede si el consumo es menor o mayor. Enoefdgatio un capitaky, si se consume
segun [1.15].

Co = F(ky) = (n+3)k,
La inversion resultante es

o= f(ky)—co =(n+0)k,

Es decir, la inversion en estado estacionario emlkgque justamente repone la
depreciacién del capitgler capitay, en consecuencia, no permite incrementar su.nive

Si para el mismetockde capitalk, el nivel de consumo fuerd, > ¢, se estaria
consumiendo parte de la cantidad de produccionindest a reponer la depPeciacion del
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capitalper capitay, ello haria que, en periodos futuros, el capialcapitafuese menof,es
decir, k< 0. Por el contrario, si el consumo se situara emivel c", < c,, parte de la
produccion se estaria destinando, no s6lo a mantdreock de capital, sino también a
incrementar el capitgler capitadisponible. En este cask> .0

Por tanto, si se quiere incrementarsick de capitalper capitacorrespondiente al
estado estacionario, sera necesario mantener dusdgiin tiempo un nivel de consumo
inferior al del estado estacionario (hay que ampaoan el fin de poder acumular capital. Esta
situacion se corresponde con puntos situados émezlor de la curva representada en el
Gréfico 3.

La regla de oro de la economia

Notese que entre todos los posibles estados esiaici® que se pueden dar en la
economia, existe uno que llama la atencion pomende los demas. Es el que hace que el
consumo en estado estacionario sea maximo. Empeste de maximo, la primera derivada
de [1.15] es igual a cero (nGtese que la segunilzada es negativa en este punto), esto es:

dc

—=f'(k)-(n+0)=0

K (k)= ( )

Por tanto, existe ustockde capital, que denominaremqsjue hace maximo (puesto
que f"(k)<0) el nivel de consum@er céapitaen estado estacionario y que se obtiene al
despejar de

f'(k,)=(n+J) [1.16]

Esta condicion refleja el nivel de capital que hgue la productividad marginal del
capital per capitaes igual a la tasa de depreciacion del capialcapita Esto es lo que se
conoce como laegla de orode una economia. En este equilibrio se estarianmzando el
nivel de consumo per capita en el largo plazo, aermermanecer todo el tiempo en él no
tendria que ser necesariamente Optimo desde eb pentvista de las preferencias de los
agentes. Discutiremos este aspecto en el TemargZledas agentes decidan su consumo en
base a un problema de eleccion intertemporal.

Para la funcion de produccioén Cobb-Douglas, eltabgde la regla de oro es:
f (k) = AK”

5T
n+od

Este capital marca el limite entre la parte craeigndecreciente de la cunka= , 0
pero también separa, como veremos a continuacsreduilibrios estacionarios eficientes de
los ineficientes.

La eficiencia y la ineficiencia dindmica

Continuemos interpretando el significado de esignasion en particular que es la
regla de oro. Niveles de capitper capitainferiores ak, implican que la productividad
marginal es superior a la tasa de depreciaciooaggtal y, por tanto, si se incrementa en una
unidad elstockde capitaber capita se puede obtener un incremento del prodpetacépita
capaz de permitir a cada persona acceder a un mayrde consumo y, al mismo tiempo,
reponer la depreciacion de la unidad adicionalagetal. Dado que la productividad marginal

6 Con niveles de consumo mayores puede darse lanstancia de que no solo se pueda consumir la geutz
produccién que debiera destinarse a reponer diatapio también parte del propio capital instalado
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del capital es decreciente, llegara un momentol ue al afiadir una unidad adicional de
capital, el incremento de la produccién generado gérmite reponer la depreciacion de la
unidad de capital incorporada. En este nivedf@tkde capital se correspondera ¢pn

Si se siguen afadiendo nuevas unidades de cdpggbosibilidades de consumo se
reducen debido a que el incremento de la producoildenido no permite reponer la
depreciacion de las nuevas unidades y, por lo taetthvace necesario disminuir el consumo
de cada persona para atender dicha reposicionelPorsi el stockde capital se sitia por
encima dek; se considera que se ha acumulado excesivo cgpsalhabla déneficiencia
dinamica.

Asi, estar situado sobre la U-invertida a la deaaid la regla de oro implica estar en
una asignacion que es dinamicamente ineficientamids el concepto de eficiencia paretiana
para entender esta idea. Partiendo de una situditi@micamente ineficiente, si se redujera el
volumen de ahorro hoy (es decir, si la economisitsase durante algun tiempo por encima
de la curva), la economia podria consumir mas teog fambién en el futuro. Es decir, las
economias dinamicas ineficientes simplemente itenieen exceso (la productividad marginal
de su inversion es muy pequefia, que ni siquiergpensa la depreciacion que hay que pagar
por el capital que existe) y consumen demasiado.poc

Por su parte, si estamos en niveles de capitaionés ak; (a la izquierda de la regla
de oro) el consumo de equilibrio estacionario pusgeentarse simplemente ahorrando mas.
En este caso, se hablagieiencia dinamicaporque las economias se enfrentan a un dilema
real entre las generaciones actuales, que puedanadiar a parte de su consumo presente, y
las generaciones futuras, que se beneficiarastoekde capital generado de esa forma.

El modelo de Solow y la ineficiencia dinamica

Después del analisis realizado con la restriccémedursos, sabemos que los puntos
sobre la curva U-invertida del gréafico 3 representalos los posibles pares (@ek) en estado
estacionario de la economia y, ademas, que lo®gpanka izquierda del capital per capita de
la regla de oro son dinamicamente eficientes nasnfue los que quedan a la derecha son
ineficientes.

¢, Cual se dara en la economia? Si utilizamos el lma#eSolow, el nivel de capital
de estado estacionarld® se puede representar como en el grafico 1. Emguieal caso,
sabemos que ese estado estacionario depende\gddmss que tomen las variables exdgenas
del modelo. Como ya hemos considerado antes,dad@ashorro afecta al estado estacionario
del modelo. Por ello, en el grafico 4 hemos represkd nuevamente el grafico 2 junto con el
3. En este grafico se muestran dos posibles estati@sionarios en base a dos tasas de ahorro
(como ejemplo, se han elegido de forma que unagha la un estado estacionario eficiente y
otro ineficiente).

7 Es importante destacar que lo explicado hastastipise ha sustentado en la restriccion de resyrguor
tanto, también se podré utilizar en el modelo elelat 2.
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Grafico 4: La eficiencia dinamica del estado estaonario en el modelo de Solow

Los resultados del grafico 4 ilustran lo comentadt@riormente:

- Con una tasa de ahorro reducida, cogyo el equilibrio se produce en la zona
eficiente. En ese caso, si los agentes se saarijiGmentan un poco mas la tasa de ahorro
les puede permitir obtener niveles de consumo supsr

- Con una tasa de ahorro suficientemente elevadmocs,, el equilibrio es

dinamicamente ineficiente. En este caso, los agepieden reducir su tasa de ahorro y
aumentar su consumo hasta alcarzarkn otras palabras, los agentes pueden consurair ma

hoy y aun asi elevar su consumo fututo.
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4. La velocidad de ajuste al estado estacionarioy  la hipotesis de convergencia

Ademas del estado estacionario de la economiacugstion muy relevante es la de
entender la velocidad de ajuste hacia este equiliblargo plazo cuando no se esta en él. Por
ejemplo, si la velocidad de ajuste es muy lentéitipas que afecten al estado estacionario
tardardn mucho en hacer efecto en la economialopgue quizas habria que mirar mas a
politicas de corto plazo o para acelerar la vebltide transicion. Lo contrario ocurriria si la
velocidad de transicion es muy rapida. Pasamosstenseccion a analizar la velocidad de
transicion de la economia de Solow.

Se puede obtener una medida cuantitativa de laidarae la transicion del proceso
dinamico analizado en el apartado anterior. Pal@ ed preciso calcular y analizar el
comportamiento en el tiempo de la velocidad destcain o velocidad de transicion. Esta se
define como la tasa de variacion del capital ppitaaes decir, es la tasa a la que evoluciona
la inversion neta en el tiempo:

k

v (k)=—

« (k) "
La velocidad de transicion se puede obtener arpbail.10]:

I.<:sf(k)—(n+5)k Para ello, se divide por el stock de capital y bBeae que la

velocidad de transiciébn es la diferencia entre daatde inversion bruta y la tasa de
depreciacion del capital per capita

Vk(k)=:=3fl(<k)-(n+5) [1.17]

Puesto que la velocidad de transicion es otra fadmaonsiderar la evolucion del
capital per capita en el tiempo, refleja las misndesas que se consideraron en el apartado
anterior. Asi, si el stock de capital per capitinciole con el de equilibrio se verifica que
v, (k*) =0. Si es diferente, entonces la velocidad de tras®gera positiva 0 negativa segun

que el stock de capital sea menor o mayor\qUk*) = , re€pectivamente.

Para analizar con mas detalle el comportamientdadeelocidad de transicion
utilizaremos, por simplicidad, la funcion de prodidén intensiva que procede de la tecnologia

Cobb- Douglas:y = AK” .

En este caso la velocidad de transicion es:

vk(k):t:sAk"‘l—(n+5) [1.18]

La velocidad de transicion [1.18] se representa&le@rafico 5. Para cada nivel de
capital, la velocidad de transicién viene dadalaaliferencia entre la curva, que representa la
tasa de inversién bruta, y la recta, que reflejada de depreciacion del capital per capita.

Para un nivel de capitl, la velocidad de transicion es positiva y, potdaimdica
qgue el capitaper capitadebe crecer puesto que la inversion neta es ymsiAi medida que
crece el capitgber capitg la velocidad de transicion es menor hasta quenek al llegar al
nivel del capital estacionario.
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Grafico 5; Dinamica de transicion

Para extraer conclusiones con facilidad se pueadeae una aproximacion lineal de la
velocidad de transicion, en torno al estado estacic®

v, (K) :: = [sAK?)™ = (n+3)]+(a -1 pAK")"2(k - k°) [1.19]]

Teniendo en cuenta que la expresion entre corclestegro (ya que la velocidad de
transicion en el estado estacionario es cero):

w0=K=1-a )sA(kD)”‘{k;Dk }

Ademas, como la condicibn de equilibrio del modelle Solow es
sA k") =(n+0), la velocidad de convergencia se puede expresar:

) L0
v, (K) :t - —(1—a)(n+5){kkmk } [1.20]

Se aprecia claramente que la tasa de crecimieritccagatal estd inversamente
relacionada con la diferencia porcentugdg) entre al capital actual y el correspondiente al
estado estacionario. La velocidad de convergenereevdada po(l-a )(n+9).

Para proporcionar una medida cuantitativa de estacnad de convergencia, se
utiliza que la tasa de crecimiento de la pobladérios paises industrializados oscila entre
0,01 y 0,02 La tasa de depreciacion se mueve, por su patre, @095 y 0,10, segun como se
mida el capital para usos residenciales y otrasstige bienes duraderos. La participacion del

8 En términos genéricos, la aproximacion lineat gk ) = v, (k*) +v, (k*)( k —k*)
9 Sala i Martin (2000) pag. 44-45
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capital fisico @) en los paises industrializados esta situada 8reey 0,30. En consecuencia
la velocidad de convergencia que predice el moselsitia entre 0,042 y 0,09. Es decir, cada
afo se cubre entre el 4,2% y el 9% de la difereexistente entr& y k*. Esta velocidad de
convergencia implica que la mitad de la distancigstente entrek y k* desaparece en un
periodo de 7,7 y 16 afios respectivamente. La \dddcde convergencia hacia el estado
estacionario es, por lo tanto, bastante grandelopgue la transicion tiene lugar en un breve
espacio de tiemp¥.

El Gréfico 6 indica que la tasa de crecimiento del capital m @conomia que parte
de un capital inferior al del estado estacionascekevada, aunque decreciente. Este hecho
significa que si las economias se diferenciasecadgmente en la relacion inicial entre capital y
trabajo, en el mundo real, se deberia observaresintiento superior en economias pobres
que en las ricas (en el Grafico 6, las diferentes@mias se representan por diferentes valores
de k,, aunque se supone que todas ellas poseen el misionmen de capital en el estado

estacionario).

Puede obtenerse que la velocidad de transicioncomergencia de la produccion per
capita es:

vy(y):y:—(l—a)(n+5){y_uy1 [1.21]
y y

Es decir, el crecimiento de la remar cdpitamantiene una relacion inversa con la
renta inicial. Esta relaciéon inversa entre la réniaal y su tasa de crecimiento es conocida
como lahipétesis de convergencia

Hay que subrayar que el modelo que se acaba deagsdio predice la existencia de
una relacion negativa entre la renta y las tasasr@g@miento en el caso de que la Unica
diferencia entre los paises resida en stegksiniciales de capital, y compartan estados
estacionarios (equilibrios a largo plazo) similarfs esto sucede asi, la convergencia se le
denominaconvergencia_absolutaPero en muchas ocasiones los paises o0 las regimne
comparten los mismos estados estacionarios o, dmdootra manera, las mismas
caracteristicas tecnolégicas y preferencias (qondasoque determinan en ultima instancia los
estados estacionarios).

10 Las estimaciones de la velocidad de convergericégen resultados mas reducidos que implican ucgsm
mas lento.
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Grafico 6: Distintas velocidades de convergencia padiferentes valores dek,

Por ejemplo, supongamos que las economias serdifeneen su nivel de tecnologia,
A, 0 en su tasa de ahor®),0 en la tasa de depreciaci@no en la tasa de crecimiento de la
poblacién,n. En esta situacion, el modelo no tiene por quélgmie mayor crecimiento para
los paises pobres (que parten corkumas pequefio). Esta idea se ilustra e@réfico 7, en
donde se representan dos economias (designad@sgbqrais pobre, R el pais rico) que
poseen urstockde capitalk! y kT, respectivamente (siendq < k). Suponiendo, ademas,
gue la tasa de ahorro en el pais pobre es infariar del pais rico, converge a un estado
estacionario inferiork,, <k . En este ejemplo, sucede que el pais pobre creneswjue el
pais rico, por lo que no se produce convergencgertido absoluto.

Sin embargo, a pesar de esto, aln es posible fdanvergencia condicionalen el
sentido de que la tasa de crecimiento de un p&isre®rsamente relacionada con la distancia
a la que se sitla de su propio estado estaciort&riotras palabras, si un pais es pobre en la
actualidad pero se espera que siga siendo pobrel &argo plazo, entonces su tasa de
crecimiento no sera muy grande. Dicho de otro madomodelo predice convergencia
Gnicamente después de tener en cuenta los elentaterminantes del estado estacionario.
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Gréfico 7. Velocidad de convergencia para economiasn distintos estados estacionarios

En base a la ecuacién [1.17], se han especificadinos modelos econométricos con
el objetivo de medir y contrastar la hip6tesis devergencia absoluta y/o condicionada y para
caracterizar las fuerzas del crecimiento de unutaj concreto de economias (paises o
regiones). Notar la analogia de la ecuacion [1cbi]el siguiente modelo econométrico:

gy)=a+BYy, A" Xot&

g(y): Tasa de crecimiento de i-eésima eaoi®(PIB real per capita) entre tO y
Y,, - valor del PIB real pc al comienzo del periodo @n

i=12,...] , cadaiasociado a un paiggion concreta

& ~N(0,0%)

X, : Conjunto de variables relacionadas estado estacionario de unidad i-€s
a : Término constante (podria ser variable segunda@uia)

B =-(1-a)n+9)

Al comparar este modelo econométrico con la ecagddid 7] es facil relacionar ¢
de la ecuacion con el término de convergencia d&J1lde tal modo que:

L=—-1Q-a)(n+9)

Por esto, estos andlisis empiricos se les conooearo ale fconvergencia. Asi,
estimando este modelo econométrico, £l estimado tendria que ser negativo y
significativamente distinto de cero para poder tgncjue existe evidencia de convergencia
entre las economias consideradas, en el periotlerdpo considerado. Si no consideramos el
vector de variables X en esta regresion y el tésmgonstante es igual para todos, es como Si
estuviéramos imponiendo el mismo estado estacmmmia todas las economias, asi que
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estariamos contrastando la convergencia absolateelRontrario, si incluimos un vector de
variables en X relacionadas con los estados es&@tns, |0 que estariamos es contrastando la
hipotesis de convergencia condicional. En cualquasp se contrasta que3etea negativo.

La manera grafica habitual para analizar la exgséea no dg3-convergencia absoluta
para un conjunto de economias y periodo de tierapa @&e representar una nube de puntos en
la que en el eje de las 'y’ esta el crecimientoRI8 (real y ajustado por PPA) por habitante
en el periodo a analizar, mientras que en el ejagi&’ estaria el nivel del periodo inicial de
este PIB. Si la nube de puntos ofrece una relaoersa (negativa) y significativa existira
evidencia de convergencia absoluta: paises coresiweiciales mas pequefios han crecido
mas deprisa que los paises con niveles inicialgoms Para un mejor entendimiento de
estos aspectos véase, entre muchos otros, ‘Intioduo Modern Economic Growth (2008),
de D. Acemoglu, Capitulo 1’, también disponiblesenmaterial del Open Ware Course de
MIT.
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5. La contabilizacion del crecimiento y el progreso técnico exdgeno
5.1. El residuo de Solow

El planteamiento teorico del modelo de Solow atba la acumulacion de factores
productivos el papel de generadores del crecimientmémico. En una serie de articulos
pioneros Abramovitz (1956) y Solow (1957) se prognas averiguar cOmo contribuyen los
factores productivos al crecimiento de la produtciBara ello se parte de la funcion de
produccion neoclasica:

Y(t)=F(L(t),K(1))

Diferenciando con respecto al tiempo:

)= PR ) FEOKD

L OR(LIK() gy, OF(LOK() o .
Yoo o SOl o <Mk
Y(1) Y(1) L(t) Y(1) K(t)

Vv =atVLt +(1_at )VKt,

dondev,,v, yv, son las tasas de crecimiento de la renta, el emple capital; y donde
a, y (L-a,) son la fraccion de la renta que remunera al dapital trabajo, que son

aproximadamente constantes en la economia ameriéanaanto, obteniendo la fraccion de
la renta que remunera al trabajo y al capital éirpde la contabilidad nacional, los datos de
empleo y los de inversion, a partir de los cuatesisiene la serie del capital, se puede ver la
contribucién de los distintos factores productivalscrecimiento de la produccion. Un
importante hallazgo empirico fue que gran partecdstimiento no se puede explicar por el
crecimiento de los factores productivos. Esa paetecrecimiento no explicada se le llamé
residuo de Solow o tasa de crecimiento de |la Ptoaddad Total de los Factores (Total Factor
Productivity, TFP) y se define como sigue:

Vigp =Vy —0Vy — (=0 )vy

Los célculos de Solow muestran que la acumulac®rfadtor trabajo y de factor
capital solo explican el 12,5% del crecimiento pelducto, quedando el resto sin explicar.
Esta parte no explicada, que se conoce como dusie Solow, se interpreta normalmente
como progreso técnico: la parte del crecimiento mpiese debe al aumento de los factores
productivos se tienen que deber a un cambio daneidn de produccion, que significa un
cambio técnico. El concepto de residuo de Solodebe a que este puede interpretarse como
el residuo de una regresion estimada por minimadrados restringidos del siguiente tipo:

Vg, =aV, tA-a)v €
& ~N(0,0%)
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La popularidad alcanzada por la interpretacion @®@o progreso técnico se debio en
gran parte a la nocion preexistente de que el aveonologico habia sido uno de los grandes
motores del desarrollo de las naciones industadés.

5.2. Cambio técnico exdgeno

El modelo neoclasico de Solow-Swan predice quada tle crecimiento a largo plazo
de las economias es cero porque existen rendirsiaigorecientes en la acumulacién de
capital. Sin embargo, los datos muestran que mughises han crecido en los ultimos 200
afos. Por otra parte, los estudios empiricos daedue de Solow también ponian en
entredicho los modelos neoclasicos ya que demaestrafjue una parte importante del
crecimiento se debia al cambio tecnologico. Paalver estas dos deficiencias empiricas del
modelo se introdujo el crecimiento exdgeno del pa@téo tecnoldgic@, que viene dado por:

AD_ 450 [1.22]

A(t)

Para incorporar el progreso técnico, se debenlestbfunciones de produccion del
tipo Y = F(AL,K) , es decir, con progreso técnico neutral en eid®ue Harrod, en las que
A se interpreta como el nimero de unidades de eficialel trabajo. EI motivo es que solo el
progreso técnico aumentador de la eficiencia dblajo permite la existencia de un equilibrio
con tasas de crecimiento constantes en el tiempo.

Para el analisis siguiente se utilizard la funciéde produccion
Y =(ALD"K? 0<a <1, que en términoper capitase expresa poy = A"K” .
Utilizando el grafico del equilibrio del modelo &low es sencillo mostrar que una

mejora tecnoldgica da lugar a que el estado estatmse alcanza con un mayor capital per
capita. Asi, en el grafico 6 se ha representaéfeeto de un aumento de

Aunque el grafico 10 es bastante ilustrativo, pdeterminar el efecto sobre la
economia de un cambio continuo en la tecnologiaoceinplanteado en la ecuacion [1.17] es
necesario hacer algunos célculos. Para ello, $e garla ecuacion [1.10], que proporciona el
equilibrio en el modelo de Solow, y se sustituyutecion de produccién anterior:

sf(k) =(n+J)k - sA™K? =(n+9)k

Se puede despejar el stock de capital en el bgaikstacionario:
f(k k - k* s )

S =(n+ - =
(k)= (n+9) o

Aplicando logaritmos neperianos y derivando respattiempo se obtiene que la tasa
de crecimiento del stock de capital per capitaadancon la del parametro tecnoldgico:

1
Ink*=InA+In| —>_ |
(n+9)

.* .
k_zﬁza>0
k* A
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Grafico 10: Progreso técnico exdgeno en el modele &olow

La conclusién a la que se ha llegado es que laoec@n puede experimentar
crecimiento positivo a largo plazo si la tecnologi@ora. El progreso tecnolégico es exdgeno
en el sentido de que no surge de la inversion &h de las empresas o del esfuerzo
investigador de nadie; simplemente el nivel deetandvlogia aumenta constantemente sin que
se proporcione un motivo. De esta forma, el modeémclasico deja sin explicar,
precisamente, el crecimiento econémico a largooplga que lo atribuye al progreso técnico
sin explicar de dénde proviene.

En definitiva, las explicaciones exdgenas del onemito econémico parecen poco
satisfactorias. Esta insatisfaccion ha llevadoabahr un tipo de modelos en los que los
determinantes del crecimiento sean enddgenos. #s estodelos se les denomina de
crecimiento enddgeno porque el motor del crecimiartargo plazo viene determinado dentro
del propio modeld.

Al comparar los modelos neoclasicos con los deiroiento enddégeno, una de las
diferencias fundamentales consiste en que en ékio®s la tasa de crecimiento en el estado
estacionario del capital por trabajador puede seitipa incluso cuando no se postula que
alguna variable crezca a alguna tasa exdgena.ths m®delos, la tasa de crecimiento en el
estado estacionario depende de ciertas decisiaeman los individuos y que llevan a que
desaparezcan los rendimientos decrecientes enraudacion de capital.

11 Solow (2000, pp. 97-105 y 180-186) ofrece unadwisiritica de los modelos de crecimiento enddgeno.
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