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1. Introduccion

Habiendo estudiado la teorfa de la integral de Riemann sobre rectdngulos del plano, nuestro propdsito
ahora es extenderla a otros recintos mds generales. En primer lugar consideraremos regiones proyectables
sobre los ejes coordenados (conjuntos de tipo I 'y de tipo II), para luego ocuparnos del caso mds general, los

conjuntos medibles Jordan.

\/

Figura 1. Definicién de la integral sobre conjuntos mds generales.

Sea f una funcién definida y acotada sobre un conjunto acotado S C R?. Sea Q un recténgulo en R? que

contiene a S. Definimos una extensién f de f a Q por:

~ x,y), (x, S
Fley) = fxy), (xy)€ "
0, (x,y) € Q\S.

Definicion 1.1. Diremos que f es integrable en S si fes integrable en Q, y en tal caso definimos

Jhr= 17

Esta definicién es consistente, ya que no depende del rectangulo Q que contenga a S. En efecto, supon-
gamos que J es otro rectdngulo en R? que contiene a S. Entonces I = Q NJ es un rectangulo cuyos vértices

determinan particiones de Q y de J en subrectdngulos Q; (i € N, 0 <i<n)yJ; (j €N, 0 < j <m), respecti-
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vamente, donde S C Qg = Jy = I (Figura 1). Si denotamos

flxy), (xy)€Ss
0, (x,y) €J\S

f(xvy) =

y tenemos en cuenta que f'y f son nulas fuera de / y coinciden sobre /, encontramos que

= 1= 117= 17

lo cual demuestra nuestra afirmacién inicial.

En este nuevo contexto también utilizaremos indistintamente las notaciones [[ f y [[ f(x,y) dx dy.

2. Conjuntos de tipos I y II

Ahora centraremos nuestra atencién en conjuntos S particulares, los conjuntos de tipo I y de tipo II.

Definicion 2.1. Diremos que un conjunto S es de tipo I, OX-proyectable o verticalmente simple si es de la

forma

S= {(x,y) eR?: @ (x) <y< @(x), x € [a,b]},

siendo @1 y @ funciones continuas en [a,b) tales que @1 (x) < @z2(x) (x € [a,b]).
Similarmente, diremos que un conjunto T es de tipo II, OY -proyectable u horizontalmente simple si es de

la forma

T={(x,y) eR*: y1(y) <x < ya(y), y € [c,d]},

donde i y W, son funciones continuas en [c,d] tales que Wi (y) < ya(y) (v € [¢,d]).

En la Figura 2 puede verse una ilustracién de ambos tipos de recintos.

Nuestro objetivo inmediato es probar que si una funcién f esta definida y acotada en un conjunto S de tipo
I y es continua en su interior, entonces f es integrable sobre S y su integral doble sobre S se puede escribir
como una integral iterada en el orden dy dx. Similarmente, si f estd definida y acotada en un recinto 7 de tipo
IT y es continua en su interior, entonces f es integrable sobre 7' y su integral doble sobre T se puede escribir
como una integral iterada en el orden dx dy. En caso de que f esté definida y acotada en un conjunto que es
simultdneamente de tipos I y Il y sea continua en el interior de ese conjunto, entonces f es integrable sobre él

y su integral doble se puede computar como una integral iterada en cualquier orden.
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Figura 2. Conjuntos de tipo I (i) y tipo II.

Centraremos nuestra atencién en el estudio de la integrabilidad sobre regiones de tipo I, ya que el corres-
pondiente a las regiones de tipo II admite un tratamiento anilogo.

Si f estd definida y acotada en una region S de tipo I, incluimos f en un rectdngulo Q y definimos fen (0]
como en (1). Las discontinuidades de fen Q serdn las que f tenga en S y ademds aquellos puntos de dS donde

f no es cero. Pretendemos probar que dS tiene contenido nulo, y a tal fin bastarad con demostrar la siguiente:
Proposicion 2.2. La grdfica de una funcion continua @ : [a,b] — R es un conjunto de contenido nulo en R2.

DEMOSTRACION. Sea A = {(x,y) €ER?*:a<x<b, y=¢(x)} la grifica de ¢. Como ¢ es uniformemente
continua en [a,b], dado € > 0 existe una particién P = {a = xp < x; < ... < x, = b} de [a, D] tal que la diferen-
cia entre el supremo y el infimo de ¢ en cada uno de los subintervalos determinados por P no excede €/(b—a)
(Figura 3). Si F; denota el rectdngulo F; = [x;—1,x;] X [@(x;—1),9(x;)] (i €N, 1 <i<n), entonces A C UL F;

y

)
|F| <
b—a

1 i

1(x,-—x,-_l) = %(b—a) =¢.

(ngE
(ngE

Por consiguiente, A tiene contenido nulo. 0

Teorema 2.3. Sea S una region de tipo I, comprendida entre las grdficas de las funciones continuas ¢ y ¢,

con @1(x) < @2(x) (x € [a,b]). Si f estd definida y acotada en S'y es continua en su interior, entonces existe

ﬂsfy ,
Jfires acay= [ as [ (Pz()) f(x,y) dy.
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¢/ (b-a) \

Figura 3. El grafo de una funcién continua tiene contenido nulo.

DEMOSTRACION. Sea Q = [a,b] x |c,d] un rectdngulo que contiene a S, y sea f la extensién de f a Q que
se anula en Q\ S. Los tnicos puntos de discontinuidad posibles de fen Q son los de dS'y, ya que dS tiene

contenido nulo, encontramos que fes integrable sobre Q. Luego, estd definida [[ f = || fo
Observemos ahora que para cada x €]a, b[ existe

d 9 (x)
A(x) :/c flx,y)dy= f(x,y) dy,

o1(x)

puesto que f(x,-) tiene a lo sumo dos discontinuidades en [c,d] y se anula fuera de [@; (x), ¢2(x)]. Ademds, si M
es una cota de f entonces A(x) es continua y estd acotada por M(d —¢) en |a, b|. Para establecer la afirmacién de
continuidad, fijemos x €]a, b[. Dado € > 0 sea § > 0 tal que || < & implica |f(x+h,y) — f(x,y)| < €/3(d—c)

y |@i(x+h) — ¢;(x)| < €/3M (i =1,2), y escribamos

@2 (x+h) P2(x)
A=A = [ erny v [ ) ay

@1 (x+h) o1 (x

O (x+h) O (x+h) @1 (x+h)
L0 i) = pwldv+ [ e dy= [ ) dy
@1 (x+h) @ (x) o1 (x)

Entonces

@2 (x+h) @2 (x+h) @1 (x+h)
acem-al < [ isern) -l | [T s ol | [1 7 )
@1 (x+h) P2(x) ¢1(x)
€ €
< _ = e
< 3(d—c)(d c)+2M3M €
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Redefiniendo ahora A(x) en x = a y x = b para hacerla continua en [a,b], cabe aplicar el teorema de Fubini

para rectangulos y concluir que

//SfZ//QJ?: /abdx/cdf(xy) dy:/abdx/:zj;)f(x,y) dy,

como se afirmaba. O

3. Aplicaciones al calculo de areas y volimenes

Nuevamente, consideraremos sélo regiones de tipo 1. Sea

S={(xy) eR?:@(x) <y< @(x), x € la,b]},

donde ¢; y ¢, son funciones continuas en [a, ] tales que @ (x) < @2(x) (x € [a,b]).

3.1. Calculo de areas

Si f(x,y) =1 ((x,y) €S) en el Teorema 2.3, obtenemos:

/ngx dy = /ab [@2(x) — @1 (x)] dx.

La interpretacién geométrica de la integral simple muestra que [[gdxdy es el drea de S.

Ejemplo 3.1. Calcular el drea del recinto D limitado pory =x e y = x°.

RESOLUCION. Como acabamos de ver, el drea viene dada por la integral doble extendida a D de la funcién
idénticamente 1. El recinto de integracién D (Figura 4) es simultdneamente de tipos I y II. Por tanto, podemos
calcular el d4rea como una integral iterada en cualquier orden.

2

Noétese que y = x e y = x~ se cortan en los puntos (0,0) y (1,1).

= Si consideramos D como un recinto de tipo I (orden dy dx): @1 (x) = x%, @»(x) = x (0 < x < 1). Por tanto,

e [ xff v f ey
ny—oxxzy—oxx .X—2 3_6
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= Si consideramos D como un recinto de tipo II (orden dx dy): w1 (y) =y, y2(y) = \/y (0 <y < 1). Por

Lo 1 2 1 1
dxd —/ d/ d —/ Y dy==—-=—_.
.//ny o YL ) W= dv=3-5=¢

Como cabia esperar, hemos obtenido el mismo resultado independientemente del orden de integracion. g

tanto,

1 (1,1)

Figura 4. Recinto de integracién del Ejemplo 3.1.

3.2. Calculo de volimenes

Si f(x,y) >0 ((x,y) €S), el conjunto
O(f)={(xy2) eR*:0<z< f(x,y) ((x,y) €9)}

se denomina conjunto de ordenadas de f. Bajo las hipétesis del Teorema 2.3, fijado x = x¢ € [a, b] la integral

¢ (x0)
/q) F(x0,y) dy

1(x0)

es el drea de la seccién producida en el conjunto de ordenadas de f por el plano x = xp, y el Teorema 2.3

J[ sty avay= [ " dx /(p (P(Z()) Flxy) dy

es igual al volumen de &'(f) (Figura 5).

prueba entonces que
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En general, si f(x,y) < g(x,y) ((x,y) €S), laintegral [[((g — f) proporciona el volumen del sélido ence-

rrado por las graficas de f y g (argumento «tapa-fondo»).

—» VY

_ ., P,(X)
—— Area de la seccion = f(xy) dy
o ] 0,00

/ V=00 y= ol

Figura 5. La integral doble como un volumen.

Ejemplo 3.2. Una pirdmide estd limitada por los tres planos coordenados y el plano x4+ 2y + 3z = 6. Re-

presentar el solido y calcular su volumen por integracion doble.

RESOLUCION. Dividiendo por 6 los dos miembros de la ecuacién x+ 2y + 3z = 6 vemos que el plano corres-
pondiente determina sobre los ejes coordenados segmentos de longitud 6, 3 y 2, respectivamente. La proyec-
cién del plano x + 2y + 3z = 6 sobre el plano OXY viene dada por x + 2y = 6, recta que determina sobre los
ejes segmentos de longitud 6 y 3. El sélido se halla representado en la Figura 6.

Explicitando z en la ecuacién del plano encontramos que

Por tanto, si S es el recinto del plano OXY limitado por las rectas x =0, y = 0, x+ 2y = 6, resulta

3 62y g —x—2
V = //dedyz/dy/ wdx
S 0 0 3
3 62y 1 73 6—2y 2 73 62y
= 2/ dy/ dxff/ dy/ xdxff/ ydy/ dx
0 0 3Jo 0 3Jo 0

3 1 3 5 2 3
= 2/ (6—2y)dy—*/(6—2y) dy—f/(6—2y)ydy
0 6 Jo 3 Jo

= 18-6-6=6,
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Figura 6. Soélido del Ejemplo 3.2.

donde V es el volumen pedido. O

4. Conjuntos medibles Jordan
Definicién 4.1. Un conjunto C C R? es medible Jordan si estd acotado y su frontera tiene contenido nulo.

Ejemplo 4.2. Las regiones de tipo 1 y de tipo Il son conjuntos medibles Jordan.

Teorema 4.3 (Lebesgue). Una funcion f : C — R, acotada en un conjunto medible Jordan C C R?, es

integrable en C si, y sdlo si, el conjunto D(f) de las discontinuidades de f en C tiene medida nula.

DEMOSTRACION. La funcién f es integrable en C si existe un rectdngulo Q que contiene a C tal que la
extension fde f a Q dada por (1) es integrable sobre Q. Por el teorema de Lebesgue para rectdngulos, esto

ocurre si, y solo si, D(f) (el conjunto de discontinuidades de fen Q) tiene medida nula. Ahora bien,

D(f) € D(f) c D(f)udC,

donde JC tiene contenido nulo. Luego, D(f) es de medida nula si, y sélo si, D(f) lo es. O

Teniendo en cuenta el Teorema 4.3 se puede desarrollar (no lo haremos aqui) una teoria de la integra-
ci6én sobre conjuntos medibles Jordan en la que tienen cabida resultados andlogos a los que se establecieron

anteriormente para rectangulos.
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