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1. Introduccion

En la teorfa de las integrales simples, el método de sustitucién permite calcular integrales complicadas
transforméndolas en otras mds sencillas que puedan evaluarse facilmente. Este método se basa en la férmula
b d ,
[ rwar= [ rlene v dr. M)
a c
donde g(c) = ay g(d) = b, vélida, por ejemplo, si g € C'[c,d] y f es continua en el rango [a,b] de g.
Nuestro objetivo ahora es motivar el andlogo multidimensional de dicha férmula e ilustrarlo con algunos

ejemplos.

2. Cambio de variables

2.1. El teorema del cambio de variables en el plano

Teorema 2.1 (Cambio de variables). Sean T, S conjuntos medibles Jordan en los planos OUV y OXY,
respectivamente. Sea f una funcion integrable sobre S. Supongamos que las ecuaciones x = X (u,v), y =
Y (u,v) ((u,v) € T) definen una transformacion biyectiva de T en S, con inversa dada por las ecuaciones
u=U(x,y),v=V(x,y) ((x,y) €S). Si las aplicaciones X, Y yU, V son de clase C' en T y S, respectivamente,
y el jacobiano de la transformacion:
JdX IJIX
d(X,Y) du Jv

d(u,v) oY Y
Jdu Jv

no se anula en T, entonces

[ ey ardy= [[ rixa. v i) dud, @
N T
donde |J(u,v)| representa el valor absoluto de J(u,v).

El jacobiano J(u,v) desempefia en (2) un papel similar al del factor g’(¢) en (1), papel que quedard mas
claro en la siguiente seccién. La féormula (2) también vale si se permite que la transformacion involucrada deje
de ser inyectiva, o el jacobiano valga cero, en un conjunto de medida nula.

No discutiremos las condiciones mds generales bajo las cuales permanece vélido el Teorema 2.1. Tampoco
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(u,v)

Figura 1. Cambio de variables.

daremos aqui la demostracidon del propio teorema, pues serd obtenida mds adelante como consecuencia del
teorema de Green; por el momento, nos limitaremos a justificar geométricamente la férmula (2).
El Teorema 2.1 tiene una extensién directa al espacio p-dimensional (p > 3). Ilustraremos su aplicacién

con algunos ejemplos en dos y tres dimensiones.

2.2. Interpretacion geométrica

El radio vector 7 que une el origen con un punto genérico (x,y) € S es una funcién vectorial de dos variables
definida por
u,v) = (X (u,v),Y (u,v)) ((u,v) €T)

(Figura 1). Pongamos

o (9 oy
"ou  \ouou)

V_af_ JdX JY
2_5_ E’Tv )

y consideremos un segmento rectilineo horizontal en el plano OUV, de modo que v es constante sobre dicho
segmento. La funcién 7 aplica este segmento sobre una curva (llamada curva u) en el plano OXY. Si u es un
pardmetro que representa €l tiempo, entonces V es el vector velocidad en la posicién 7 y es tangente a la
curva descrita por el extremo de 7 (Figura 2). Similarmente, V; representa el vector velocidad de una curva v
obtenida haciendo u constante. Por cada punto de S pasan una curva u y una curva v.

Consideremos ahora un rectangulo infinitesimal de lados Au y Av. En el tiempo Au, un punto de la curva

u se desplaza una distancia aproximadamente igual a ||V1 || Au alo largo de dicha curva. Andlogamente, en el

OCW-ULL 2011/12 CALCULO INTEGRAL VECTORIAL



CAMBIO DE VARIABLES 3/12

v = constante

i x = Xu,v)
¥ = Xu,v)

=
Il

QJ‘QJ

<N

curva u

Figura 2. Una curva u y el correspondiente vector velocidad.

tiempo Av un punto de una curva v recorre sobre la misma una distancia aproximadamente igual a HVZ H Av.La
region rectangular de lados Au y Av del plano OUV se transforma, de modo aproximado, en un paralelogramo

cuyos lados son los vectores AuV |, AvW, (Figura 3) y cuya drea es es la norma del producto vectorial de

ambos:
H(AuVl) X (AVVZ)H = HVl X VzHAuAV.
Como
i j ok
_ X dY _
VixVo=| 75— - 0 | =J(u,v)k,
X dY
o v ?

el drea del paralelogramo resulta ser, aproximadamente,

J(u,v)|AuAv. Si J(u,v) =1 ((u,v) € T), el parale-
logramo imagen tiene la misma 4rea que el rectdngulo original, y la aplicacién conserva las dreas. En caso
contrario, para obtener el drea del paralelogramo debemos multiplicar el drea del rectangulo por |J(u,v)|. Este

hecho sugiere contemplar al jacobiano como un «factor de escala» de dreas.

Sean ahora P una particién de un rectdngulo R que contiene a 7', y Q un subrectangulo de P de lados Au
y Av. Si Au y Av son suficientemente pequefios y f es una funcién no negativa definida sobre S, la funcién

F1X (u,v),Y (u,v)]J(u,v) es practicamente constante en dicho subrectédngulo, y puede ser considerada como
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una funcién escalonada en R si se le asigna el valor 0 fuera de 7. Asi,

/ /T FIX (4, v), ¥ (1, )]0 (u, v) | du dv / /R FIX(,9), Y (1,0)]J (u, v)| dudv
= Y FIX(u,v),Y (u,v)] [ (u,v) |Audy

16

[y axa.

donde |€(f)| denota el volumen del conjunto de ordenadas &'(f) de f. Esto justifica (2).

12

VA A [ x = X(u,v)
y=Ywuyv)

u u+ Au

Figura 3. La imagen de un rectdngulo infinitesimal en el plano OUV es un paralelogramo curvilineo en el plano OXY.

Cuando J(u,v) =0, V1 y V, son paralelos (su producto vectorial es el vector nulo), y el paralelogramo
degenera. Los puntos en que esto ocurre se denominan puntos singulares de la aplicaciéon. Como se sefial6
anteriormente, la férmula del cambio de variables vale si el conjunto de los puntos singulares tiene medida

nula; tendremos ocasién de utilizar este hecho en lo que sigue.

3. Algunos ejemplos

3.1. Transformaciones lineales

Una transformacion lineal en R? es una aplicacién definida por un par de ecuaciones de la forma

x =Au+ Bv, y = Cu+ Dy,
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donde A, B, C, D son constantes. El valor absoluto del jacobiano de esta transformacion es

J(u,v)| = |AD — BC|,

y para asegurar la existencia de la transformacién inversa supondremos AD — BC # 0.

v y
v=2
/ x=w-u)/2
y=@Wv+tu)/2
T -
\ x+y=2
v=-u v=u
S
u x
0 0

Figura 4. Transformacién del Ejemplo 3.1.

Ejemplo 3.1. Calcular la integral doble

/ / 0=0/04) gy gy
S

siendo S el tridngulo determinado por la recta x+y =2 y los ejes coordenados.

RESOLUCION. La presencia de y —x e y +x en el integrando sugiere efectuar el cambio de variable
u=y—ux, vV=y+ux.

Despejando x e y, obtenemos

V—u v+u
X = =
2 YT
El jacobiano de esta transformacion es J(u,v) = —1/2, y por tanto |[J(u,v)| = 1/2. Para encontrar la imagen

T de S en el plano OUV, observamos que las rectas x = 0 e y = 0 se transforman, respectivamente, en las
rectas u = vy u = —v, mientras que la recta x +y = 2 se transforma en la recta v = 2. Los puntos interiores a

S satisfacen 0 < x+y < 2, y se aplican en los puntos de T que verifican 0 < v < 2. Véase la Figura 4.
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Ahora:
, , 1 2] 1 /2 1 1
//e()’f")/(’“)dxdy:f//e”/"dudVZf/ / e du dv=f/ vie——)dv=e—-.
s 2)Jr 2Jo [J-v 2 Jo e e
Esto resuelve el ejemplo. d
6 y

6= constante
curva r

x=rcos @ ( &= constante )
y=rsen 6

curva
( 7 = constante )

«~— 7 = constante

. ; : . X

Figura 5. Cambio a coordenadas polares.

3.2. Coordenadas polares

Consideremos el cambio de variables en R? definido mediante las ecuaciones

x=rcos0, y=rsen0,

conr>0y0 <0 <2m Nétese que es costumbre denotar las coordenadas polares por r, 0 en vez de u, v. El
jacobiano de la transformacién es J(r, ) = r, y coincide con su valor absoluto.

En rigor, para que esta aplicacion sea inyectiva y con jacobiano distinto de cero necesitamos restringir
a valores estrictamente positivos y 6 a intervalos de la forma 6y < 8 < 6y + 27; pero, tal como menciona-
mos anteriormente, la validez del Teorema 2.1 no resulta afectada si la aplicacion deja de ser inyectiva, o el
jacobiano es cero, en conjuntos de medida nula.

Las coordenadas polares tienen una clara interpretacién geométrica: fijado un punto (x,y) del plano OXY,
r es la distancia de (x,y) al origen de coordenadas, mientras que 6 representa el dngulo que forma el radio

vector de ese punto con el semieje OX positivo.
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El cambio a coordenadas polares es particularmente conveniente cuando el recinto de integracion tiene

fronteras a lo largo de las cuales r 6 8 permanecen constantes (Figura 5).

Ejemplo 3.2. Calcular

//D(szry) dx dy,

siendo D el anillo comprendido entre las circunferencias de ecuaciones x> +y* =1y x> +y> = 5.

RESOLUCION. Aplicando un cambio a polares: x = rcosf, y = rsen®,

J| = r, D queda descrito por las

condiciones 0 < 8 < 27, 1 < r < /5. Consecuentemente,

//;(x2+y) dx dy

27 V5
/ de/ (r200526+rsen6)rdr
0 1

2 NG 2 /5
/ coszede/ = dr+/ sene/ r2dr
0 1 0 1

= on

es el valor de la integral que se solicita. g

Ejemplo 3.3. Calcular el volumen encerrado por un octante de esfera de radio a > 0.

RESOLUCION. El volumen pedido viene dado por la integral

//\/az—xz—y2 dx dy,
s

donde S denota la regién del circulo x> +y* < a? situada en el primer cuadrante del plano OXY.

Efectuando un cambio a polares,

/2 a
//\/az—xz—yzdxdy = // r\/az—rzdrdﬂz/ d@/ rva?—ridr
s T 0 0

T (az_r2)3/2 s

o 6

6

Este es, por tanto, el volumen que se buscaba. O
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Ejemplo 3.4. Calcular el volumen del solido limitado por el elipsoide de ecuacion

donde a,b,c > 0.

RESOLUCION. Explicitando z en la ecuacion del elipsoide encontramos que

Pongamos

2 2 2 2 2
e =—efi-5 % s =e1-5-% s={weri Gl <1l

El volumen requerido sera:

VZ//S [g(x,y) = f(x,¥)] dxdy:ZC//Smdxdy.

Calculamos esta integral aplicando un cambio de variables a coordenadas elipticas, o polares generalizadas:

x=arcos@,y=>brsen6,con0<r<1y0< 80 <2m, cuyo jacobiano en valor absoluto es abr. Asf:
2n 1 4
V= 2abc// rV1—r2drdf = 2abc/ de/ rvV1—r2dr= gﬂabc,
T 0 0

lo que resuelve el ejemplo. U

3.3. Coordenadas cilindricas

En R3, las coordenadas cilindricas son coordenadas polares en planos OXY situados a altura z. Es decir,

consideramos la transformacién que aplica (r, 6,z) en (x,y,z) dada por
x=rcos9, y=rsen0, =12

Permitimos que r > 0, 0 < 0 <27y —o < z < o (Figura 6). El jacobiano de esta transformacién es

J(r,0,z) = r, que coincide con su valor absoluto. Recuérdese que el teorema del cambio de variables vale si la
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z z
A
z = constante
x=rcos 6
y=rsen @
z=z r = constante
6 = constante
0 > Y
r X

Figura 6. Cambio a coordenadas cilindricas.

aplicacién deja de ser inyectiva y con jacobiano distinto de cero en un conjunto de medida nula.
El cambio a coordenadas cilindricas estd especialmente indicado cuando el recinto y/o el integrando pre-

sentan simetria axial.

Ejemplo 3.5. Calcular el volumen del sélido S limitado por el plano OXY, el cilindro x> +y* = 2x, y el cono

e o

RESOLUCION. El s6lido S se representa en la Figura 7. La proyeccién del cilindro sobre el plano OXY es la
circunferencia (x — 1)2 4y = 1, de centro (1,0) y radio 1. Efectuamos un cambio a coordenadas cilindricas
y usamos la simetria del recinto respecto al plano y = 0 junto con la paridad del integrando para obtener el

volumen pedido, que viene dado por la integral

w/2

/2 2cos 6 r 1 30 2
V:///dxdydz:///rdrdedzzz/ d@/ rdr/ dz:6{sen6—sen } _32
s T 0 0 0 3 3 o 9

Esto resuelve el ejemplo. U

3.4. Coordenadas esféricas

En IR3, el cambio a coordenadas esféricas se define por las ecuaciones

x=pcosBOsen¢, y=psen6fsen@, 7= pcosQ.
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k12
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A

Figura 7. Soélido del Ejemplo 3.5.

El significado geométrico de las variables (p,0,¢) se pone de manifiesto en la Figura 8. Permitimos
que p >0,0< 60 <21 y0< ¢ < r. El jacobiano de la transformacién es J(p, 6, ¢) = —p’sen¢ y su valor
absoluto es |[J(p, 0, ¢)| = p?sen @, ya que sen ¢ > 0 cuando 0 < ¢ < 7. Recuérdese que el teorema del cambio
de variables sigue valiendo si la aplicacion es inyectiva y con jacobiano distinto de cero excepto quizd en un
conjunto de medida nula.

El cambio a coordenadas esféricas estd especialmente indicado cuando el recinto y/o el integrando presen-

tan simetria polar.

¢ z
6 = constante p = constante

x =psen ¢cos 6 (x,y,2)

y = psen @sen P

z=pcos @

- - ' 5 \ @ = constante
P ——pcos @
0 >y

pséng

Figura 8. Cambio a coordenadas esféricas.
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Ejemplo 3.6. Calcular
/// B2 dy dz,
N
siendo S la bola unidad en R3.

RESOLUCION. Obsérvese que no podemos integrar ficilmente esta funcion usando integrales iteradas. La

presencia del término x> + y? + 72 sugiere un cambio a coordenadas esféricas, con lo cual

/ / / P e aya; = / / / p%e” seng dp dO de
S

2 1
= / dB/ sen(pd(p/ pep dp—— p? 0:?(e—1),

quedando resuelto el ejemplo.

Ejemplo 3.7. Calcular

///dedydz,
D

donde
D= {(x,y,z) €R3 :x2+y2+22 §4, ZS 1}

RESOLUCION. El recinto de integracion se representa en la Figura 9. La naturaleza de este recinto sugiere
efectuar un cambio a coordenadas esféricas. En la interseccién de la esfera x> 4 y? 4z = 4 con el plano z = 1
se verifica ¢ = arcsen+/3/2 = 7/3. La ecuacién del plano z = 1 en coordenadas esféricas es pcos¢ = 1.
Asi pues, para 0 < ¢ < 7/3 se tiene 0 < p < 1/cos @, mientras que si 7/3 < ¢ < 7, entonces 0 < p < 2.

Claramente, 0 < 6 < 2x. En consecuencia:

27 /3 1/cos¢ 2 b2 2
///zdxdydz = / dG/ cos(psen(pd(p/ p? dp—i—/ dG/ COS(psen(pd(p/ p>dp
D 0 0 n/3 0

/3 b4
= / sen(p +87t/ cos@sen® do
2 /3

cos® @
B L, 91
= 4 P . +47m sen (p‘ﬂ/3 I

Por otra parte, la simetria axial del recinto también sugiere realizar, como alternativa, un cambio a coorde-
nadas cilindricas:

or

. 27 -1 \/étzz 1 T 1
///zdxdydzz/ de/ zdz/ rdr=7r/ w4-2)de=-7 (4=-2)P|, ="
D 0 2 0 -2 4 4

OCW-ULL 2011/12
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Figura 9. Soélido del Ejemplo 3.7.

Optando por esta segunda via, el problema se simplifica notablemente. O
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