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1. Introduccion

Muchas de las funciones que se manejan en Andlisis Matematico no se conocen mediante expresiones
elementales, sino que vienen dadas a través de series o integrales.
Un tipo particular de estas funciones son las llamadas integrales paramétricas o integrales dependientes

de pardmetros. Ejemplo de ellas son las expresiones del tipo
b
FO)= [ foxdx (Aen),
a
donde ACR? (peN, p>1),[a,p]CR,y

f: Ax|ab] — R
Ax) = f(A.x)

es integrable Riemann en [a,b] para cada A € A.

El conocimiento de la regularidad y propiedades del integrando f nos permitird decidir sobre la regularidad
y propiedades de la integral paramétrica F', aun cuando no se disponga de una expresion explicita de . Una
técnica frecuentemente utilizada para el cdlculo de determinadas integrales consiste en diferenciar o integrar
una integral paramétrica auxiliar.

En lo que sigue, p y g denotardn enteros positivos cualesquiera.

2. Tipos de integrales paramétricas

2.1. Simples

2.1.1. Limites fijos
Definicion 2.1. Sean: A CR”; [ =[a,b] CR;y

fi: AxXI — R
(A,x) = f(A,x)

tal que f(A,-) es integrable Riemann sobre I, para cada A € A. La funcion

F(l):/abf(l,x) dx  (AeA)
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se llama integral paramétrica simple con limites de integracidn fijos y pardmetro A € A.

2.1.2. Limites variables

Definicion 2.2. Sean: ACRP; a: A— R, b: A — R funciones acotadas, satisfaciendo a(A) <b(L) (A € A);

S(a,b) ={(A,x) eRPT : A €A, a(A) <x<b(A)};

f: Sab) —» R
(A,x) = f(A,x)

tal que f(A,-) es integrable Riemann sobre [a(A),b(A)], para cada A € A. La funcion

b(2)
F(A):/a FAx)dx  (AeA)

se llama integral paramétrica simple con limites de integracién variables y pardmetro A € A.

2.2. Muiltiples

Definicion 2.3. Sean: A C RP; M C RY, medible Jordan; y

f: AxM — R
(A,x) = f(d,x)

tal que f(A,-) es integrable Riemann sobre M, para cada A € A. La funcion

F(A):/Mf(l,x)dx (A €A)

se llama integral paramétrica mdltiple con pardmetro A € A.

2.3. Reduccion de integrales del tipo 2.1.2 al tipo 2.1.1
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Proposicion 2.4. Sean: A CR”; a: A — R, b: A — R funciones acotadas, satisfaciendo a(A) < b(A)
(A eN);
S(a,b) ={(A,x) eRPT : L €A, a(A) <x<b(A)};

f: Sab) —» R
(A,x) = f(A,x)

tal que f(A,-) es continua en [a(A),b(A)], para cada A € A. Se verifica:

b(2) 1
/ f(A,x) dx:/ g(A,t)dt,
a 0

(4)

donde
g(d,1) = f(A,a(A)+[b(A) —a(A)]t) [b(A) —a(A)] (A €A, 1€[0,1]).

DEMOSTRACION. Para cada A € A, consideramos

¢ [0,1] — [a(A),b(2)]
t = @ (t) =a(d)+[b(A)—a(l)]r.

Esta aplicacion es una biyeccién C*™ con inversa C™, y, por tanto, puede ser tomada como un cambio de variable

para aplicar la regla de integracidén por sustitucion:

b(A) 1 1
[ fowdx= [ fone) oo di= [ s (den).

Ja(2)

Se obtiene asi el resultado pretendido. g

3. Continuidad de las integrales paramétricas

Seguidamente enunciamos los resultados pertinentes para cada tipo. Como 3.1.2 se reduce a 3.1.1 (Propo-

sicién 2.4) y la Proposicién 3.1 es un caso particular de la Proposicién 3.3, s6lo probaremos esta tltima.
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3.1. Simples

3.1.1. Limites fijos

Proposicion 3.1. Sean: A CRP; I =[a,b] CR; y

fi AxI — R
(A,x) = f(4,x).

Si:
(i) A es compacto, y
(ii) f es continua,

entonces la integral paramétrica
b
F(/I):/ FAx)dx  (A€A)
a

existe y es uniformemente continua sobre A.

3.1.2. Limites variables

Proposicion 3.2. Sean: ACRP; a: A — R, b: A — R funciones que satisfacen a(A) < b(A) (A € A);

S(a,b) ={(A,x) eRPT : A €A, a(A) <x<b(A)};

f: S(a,b) — R
(A,x) =  f(A,x).

Si:
(i) A es compacto, y

(ii) a,by f son continuas,
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entonces la integral paramétrica

F(/l):/a fAx)de  (AeA)

existe y es uniformemente continua sobre A.

3.2. Muiltiples

Proposicion 3.3. Sean: A C RP; M C RY, medible Jordan; y

fi AxM — R
(A,x) = f(4,%).

Si:
(i) Ay M son compactos, y
(ii) f es continua,

entonces la integral paramétrica

F()L):/Mf(l,x)dx (A € A)

existe y es uniformemente continua sobre A.

DEMOSTRACION. Puesto que f es continua, es continua en cada variable; luego, f(A,-) es integrable Riemann

sobre M para todo A € A, y F existe.

Como A se supone compacto, sélo tenemos que comprobar que F es continua sobre A, es decir, que F es

continua en cada Ay € A.

Pongamos

M| = / dx.
M

Si |M| =0, F es idénticamente nula, y no hay nada que probar. Por tanto, supondremos [M| > 0.

Sea A9 € A, y sea e > 0. Al ser f continua en A X M, que es compacto (producto cartesiano de compactos),
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f es uniformemente continua en A X M. Asi, existe 6 > 0talque A € Ay ||(A,x) — (Ao, x)|| < O implica

S
£~ o] < i (rEM).

Claramente

12 =20l =1(A,x) = (Ao,x)[ (A €A xeM),

donde en el primer miembro tomamos la norma de R” y en el segundo la de RP*4. Luego, para ||A — || < 6

podemos escribir

F()—F(do)| = | [0 ax— [ 10,5

- ' [ 1700) dx— 730,
[ 10 = £ (0. i

€
— | dx=g¢,
il

como queriamos demostrar. U

IN

A

Corolario 3.4. En las hipotesis de las anteriores Proposiciones 3.1, 3.2 y 3.3, respectivamente, y para

Ao € A, los siguientes limites existen y pueden calcularse como se indica:

@ Jim [0 dv= [ 0.5

(A

= [ 0.5
,X)dx = ,X) Ax;
a(2o)

ii) lim
( ) A=A Ja()

(iii) }Llin;o/Mf(),,x)dx:/Mf(ﬁo,x)dx.

4. Derivacion de integrales paramétricas

Los resultados sobre derivacién de integrales paramétricas que estudiaremos a continuacién se conocen
como regla de Leibniz. Puesto que la Proposicién 4.1 es un caso particular de la Proposiciéon 4.3, s6lo demos-

traremos las Proposiciones 4.3 y 4.2.
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4.1. Simples

4.1.1. Limites fijos

Proposicion 4.1. Sean: A CRP; I =[a,b] CR;y

f: AxI — R
(A,x) = f(A,x).

Si:
(i) A es abierto, y

(ii) f es continua, con derivada parcial d f | dA; continua en Ax I paraalgini=1,...,p (A= (A1,...,4,) €

A),

entonces la integral paramétrica

b
F(A):/af(x,x)dx (A €A)

existe y es derivable respecto de A;, teniéndose que

IF (A 9 b bafA.
W0 e [0 en.

4.1.2. Limites variables

Proposicion 4.2. Sean: A CRP; a: A — R, b: A — R funciones acotadas, satisfaciendo a(1) < b(A)
(A en);
S(a,b) ={(A,x) eRPT : A €A, a(A) <x<b(A)};

U abierto en RP*! que contiene a S(a,b); y

(A,x) = f(A,x).

Si:
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(i) A es abierto, y

(ii) a,by f son continuas, con derivadas parciales da/dA;, db/dA; y df/dA; continuas en sus respectivos

dominios para algini=1,...,p (A = (A1,...,4p) €A),

entonces la integral paramétrica

[V ranar @en
= ,X) dx
a(d)

existe y es derivable respecto de A;, teniéndose que

IF(1) 9 b

w7 = ETR " F(A,x) dx

"8 af(A.x) . 9b(A) da(d)
_ /am ah G S AbA) = = f (ha(A) (A EA).

4.2. Miuiltiples

Proposicion 4.3. Sean: A C R?; M C RY, medible Jordan; y

f: AxM — R
(A.x) = f(4,x).

Si:
(i) A es abierto;
(ii) M es compacto; y
(iii) f es continua, con derivada parcial d f /dA; continua para algini=1,...,p (A = (A1,...,4,) €A),

entonces la integral paramétrica

l):/Mf(l,x)dx (A €A)

existe y es derivable respecto de X;, teniéndose que

df(A,x)
/1,» (M/f d_/M T dx (Le)
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DEMOSTRACION. La Proposicion 4.1 es un caso particular de la Proposicion 4.3, por lo que s6lo demostrare-

mos las Proposiciones 4.3 y 4.2.

Demostracion de la Proposicion 4.3

Como antes, suponemos |M| > 0.

Fijemos A € A. Queremos ver que existe dF(1)/dA; y se calcula como se afirma.

Puesto que A es abierto, para algin r; > 0 se cumple que la bola cerrada de centro A y radio r;, en R?,

B(A,r) ={n R A —pl <na},

esta contenida en A.

Sea ¢; el i-ésimo vector unitario canonico de R”. Debemos demostrar:

F(A+pe)—F(2) [ ()

1113}) p v oA

La funcion

p — f(A+pei,x)

depende de x € M y estd definida para |p| < ry, pues, en tal caso, A + pe; € B(A,r)) C A:

I(A +pe) — 1] = lloeill = pllledll = o] < 3.

Por el teorema de los incrementos finitos,

FOtpe)=F) _ [ S tpe)=flh),,
p M p
[ A+ 8peiy)
= /M o dx

para cierto 6 €]0, 1], dependiente de x € M y de p € [—ry,r3]. Luego,

Fhtpe)—F() [ af(i0) | [ |0f(ht6pens) af(hx)
p _/M oA dx‘S/M‘ A oA dx.

Como df/dA; es continua en el compacto B(A,r; ) x M, es uniformemente continua en dicho compacto. Asi,
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dado € > 0 existe 8 > 0 tal que si |p| < & < r), y x € M, se cumple

€
M|

df(A+0pei,x) Jdf(A,x)
IA; A

Concluimos que

FOh+pe)—F(A) [ dfhy) | e [
‘ > /M oA, dx<‘M|/def8,

como se pretendia. g

Demostracion de la Proposicion 4.2

Nos apoyaremos en la Proposicion 4.1, que ya estd probada por ser un caso particular de la Proposicién

4.3.

Puesto que a, b son continuas en A, S(a,b) C U, y U es abierto, dado Ay € A existen & > 0, hy > 0 tales
que Cy C U, siendo
Co = U(Ao, 00) x [a(Ao) — ho,b(Ao) + ho;

aqui,

U(%,8) ={A € A:[[A — Aol < &}
denota la bola abierta de centro Ay y radio & en R”.

Ahora, para |4 — Ag]| < p se tiene
b(A)
Ly T = 1)+ () ~La(A), 1)
con
b(%)
12)= [ " fa0ax
a(d)
L(A) = A,x) dx,
()= [, S0 ax

b(A)
() = /b o F0o7) d

La integral I(A) tiene limites de integracién fijos, luego le es de aplicacién la Proposicién 4.1, donde
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reemplazamos A x I por Cp:

9I(A) _ [PR) 9 f(Ao,x)
o AM—/ﬂ(}ﬂ) “on dx. 2)

Veamos que I,(4), I,(A) son derivables en A respecto de 4;, y calculemos estas derivadas. Por analogia, basta
considerar I ().

Sea ¢; el i-ésimo vector unitario canénico de R”. Se verifica:

al (1) — iim I,(Ao+ pei) — I (o)
3)»,‘ l:% p—)O p
. 1 b(M+pei)f(Ao+ )\
= m — iy .
=0 P Jo(a) pent @

Por el teorema de la media, existe & = &(p) € [b(Ao),b(Ao + pe;)] tal que

b(Ao+pe;)
/b by S0t pe) di= [+ peind) [b(ho + per) ~ o).

Consecuentemente,

b(Ao+pe;) —b(Ao)

= [T e
_ a0

Aqui hemos usado la existencia de db(A)/dA; en Ay y el hecho de que
lim f(20+pei,§) = f(20,b(%));
p—0

esto tltimo se deduce de lo siguiente:
(i) 1imp_o(Ao + pe;) = Ao;
(i) limy_0b(Ao + pe;) = b(Ao) (pues b es continua en Ag);
(iii) b(%o) <& < b(Ao+ pe;) implica limy 0§ (p) = b(Ao); y
(iv) f es continua en (Ao, b(A)).

Hemos probado:
dI,(A)
aA;

f (A0, b(A0)) .- 3)

/'L:A() al,
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Similarmente:
dL,(A) da(A)
—— = f(%0,a(%o))- 4)
La combinacién de (1), (2), (3) y (4) completa la demostracidn. O

5. Algunos ejemplos

Ejemplo 5.1. Calcular
3

lim [ (3x—1)cosxt dx.
t—0.J1

RESOLUCION. Ya que f(¢,x) = (3x — 1) cosxt es continua en [—1,1] x [1,3], el Corolario 3.4 (i) asegura que

3 3 3 32 3
lim [ (3x—1)cosxt dx:/ (3x—1) cosxt|,_ dx:/ Bx—1)dx= {x] = 10,
t—0.J1 1 1 2 1
resolviendo el ejemplo. O

Ejemplo 5.2. Sea
t
(1) :/ sen(x* +1%) dx.
r

2

Hallar I'(t).

RESOLUCION. Puesto que a(t) =2, b(t) =ty f(t,x) = sen(x> 4 %) son continuas (¢,x € R), la Proposicién
4.2 permite escribir:

1
I'(t)=2t /2 cos(x? +12) dx+sen(2:?) — 2t sen(t* +12).
t

El ejemplo queda asi resuelto. d

Ejemplo 5.3. Calcular por derivacion paramétrica:

A%—ﬁi—f (a>0).

X2 +a2)?
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RESOLUCION. Para ¢t > 0, pongamos

1) /’ dx 1act DAL 4
= — = — ar —_ = —_—,
0o X242 ¢t &7l

En virtud de la Proposicién 4.2,

4 dx 1 T
®) 0 (x2+12)2 o 412

Luego,

/’ dx _ b 1+L T2
Jo (24122 20 \42 " 242) 83

J(f)—/ot( dx :7'[+2

222 80

Si ahora definimos

y derivamos miembro a miembro, aplicando nuevamente la Proposicién 4.2, encontramos que

__4/ 1__M.

N 24+ t2 44 84

De aqui,

/’ de 1 3(77.'+2)+L _ 3m+8
(2+2)3  4r| 84 44| 325

Haciendo ¢ = a, concluimos:

/a dx 3148
0o (24+a2)3 3245

lo que resuelve el ejemplo. O
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