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1. Introduccion

Hasta ahora s6lo hemos considerado integrales paramétricas propias; nos ocupamos a continuacién de las
impropias.

El estudio de las integrales paramétricas impropias multiples reviste cierta complejidad, al igual que acon-
tece con las impropias simples con pardmetros en los limites de integracién. Es por ello que aqui nos limitare-

mos a considerar integrales impropias de los tipos

b —b
J(A,x) dx, f(A,x) dx

—a a

Nétese que el primero de ellos puede ser reducido al segundo, por cuanto

’ S(A,x)dx=— hﬂaf(l,x) dx

—a

de modo que sélo trataremos este dltimo.

Recordemos que si I = [a,b], —0 < a < b < 4oy g:I— R es tal que existe ffg(x) dx paracadak €1,

—b
/ X) dx = hm / glx
a

Esta integral serd convergente, divergente u oscilante segiin que el limite del segundo miembro exista y sea

se define la integral impropia

finito, exista y sea infinito, o no exista, respectivamente.

En lo que sigue, p denotard cualquier entero positivo.

2. Convergencia y convergencia uniforme

Definicion 2.1. Sean: A CR?, [ = [a,b], —c0c < a < b < +oo, y f: AXI— R tal que existe fakf(l,x) dx

(A € A, k€l). Silaintegral impropia

—b ) k
F(,2) dx = Jim / ek

a

converge para cada A € A, se dice que ffb Sf(A,x) dx converge en A. Si este limite es uniforme en A € A, se

dice que ffb f(A,x) dx converge uniformemente en A.

Mais precisamente:
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] ffhf(l,x) dx converge en A si paratodo A € Ay todo € > 0, existe k. € I tal que &k < k < b implica

—b
A f(A,x) dx

<&,

esto es,
khrgl f()L x)dx=0 (A eA).

) a_ﬂ’ f(A,x) dx converge uniformemente en A si para todo A € A 'y todo € > 0, existe ke € I tal que

ke < k < bimplica

—b
sup f(A,x) dx| < g,
AeA
esto es,
—b
lim sup f(A,x)dx|=0.
k—=b—pca |k

3. Criterios de convergencia uniforme
Sean: A CR”, I =[a,b], —e0 <a < b < oo,y f: AxI— R tal que existe fakf(),,x) dx (A e kel).

Proposicién 3.1 (Criterio de Cauchy). En las condiciones anteriores, |, a_ﬂ’ f(A,x) dx converge uniforme-

mente en A si, y sélo si, para cada € > 0, existe ke € I tal que ke < k < k' < b implica

sup <E.

AEA

k/
/k F(A,x) dx

DEMOSTRACION. Supongamos que ffb f(A,x) dx converge uniformemente en A, de modo que para todo

€ >0, existe kg € [ tal que ke < k < b implica

—b
sup f(A,x)dx| <€g/2.
AeA
Si ke < k < k' < b, entonces:
K —b —b
sup f(A,x)dx| = sup Sf(A,x)dx— F(A,x) dx
renlvk YYEINEL K
< sup f(lx ) dx| + sup / Ff(A,x)d
AeA |k AEA
< E&.
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Reciprocamente, supongamos que para todo € > 0 existe ke € I tal que ke < k < k' < b implica

k/
sup/ f(A,x)dx| <¢€/2,
k

AEA

asi que
k/

A f(A,x)dx| <¢g/2 (A €A).

Para k; <k < b,

—b 14
/ fAx)de= 1m [ f(A.x)dx  (A€A)
k K—b—Jk

Yy, por tanto,
—b 14
‘/ fAx)dx = 1im | [ faxdd<e2  (AeA)
k' —b—|Jk
de donde
—b

sup f(A,x)dx| <eg/2<e.

reA |k
Esto completa la demostracion. O

Proposicion 3.2 (Criterio de Weierstrass). Sea g : I — R una funcion positiva tal que faﬁb g(x) dx converge

yIf(A,x)| <g(x) (A €A, x €I). Entonces faﬁb f(A,x) dx converge uniformemente en A.

DEMOSTRACION. Ya que f;b g(x) dx converge, dado € > 0 existe k¢ € I tal que ke <k < bimplica fkﬁb g(x)dx<

€. De aqui se sigue

K —b
< lim g(x)dx = / glx)ydx<e (A eA),
K —b—Jk k

= Ilim
k' —b—

k/
A f(A,x)dx

‘/]jbf(l,x) dx

como necesitdbamos probar. U

4. Limites de las integrales paramétricas impropias

Proposicion 4.1. Sean: A CRP, by € A, I = [a,b], —o < a < b < +oo,y f: AxI— R. Supongamos que:

(i) limy_,;, f(A,x) = g(x) uniformemente en x € I, esto es: para cada € > 0, existe 6 = & > 0 tal que

A EAY|A— Al < & implica |f(A,x)—g(x)| <& (x€I).
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(ii) [ aﬁh g(x) dx converge.
(iii) |, ;b F(A,x) dx converge uniformemente en A.
Entonces:

) —b A —b ) A —b
/lh—>n)1L0 ! f(A,x) dx:/a Lh_}n}lof( ,x)] dx:/a g(x) dx.

DEMOSTRACION. Sea € > 0. Hemos de probar que existe § > 0tal que A € Ay ||A — Ay|| < & implica

/aﬁbf(l,x) dx— /aﬂbg(x) dx

<E.

Ya que fa_ﬂ’ f(A,x) dx converge uniformemente (por (iii)), existe k, € I tal que k, < k < b implica
P f(A,x) dx| < €/3 (A €A).
Por otra parte, como ff” g(x) dx converge (por (ii)), existe k € I tal que kJ <k < b implica ‘f ,jh g(x) dx‘ <
€/3.
/

Ahora ponemos k = méx{k,ky } < by usamos (i) para elegir § = §; >0de modoque A € Ay [|A — L <

0 implica | f(A,x) —g(x)| < €/3(k—a) (x €I). Se tiene entonces:

e [ s ar <

a

< [0 dx—/kf(/'t,x) dx| + /kf(/l,x) dx—/kg(x) dx| + /kg(x) dx—/ﬁhg(x) dx
-k ~—b —b
< | [ e a | [ ram | [ e ax
k
< [ 19wl de+3+5
2
< 3(kg_a)(k—a)+?8:8,
como se pretendia. O

5. Continuidad de las integrales paramétricas impropias

Proposicion 5.1. Sean: A C R?, compacto, I = [a,b], —o= <a < b < +oo, y f: AXI— R. Supongamos que:

(i) f es continua.
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(ii) [ aﬁh F(A,x) dx converge uniformemente en A.

Entonces F(A) = |, aﬂb f(A,x) dx (A € A) es uniformemente continua en A.

DEMOSTRACION. Como A es compacto, basta ver que F es continua.

Sea Ay € A. Se trata de probar que para todo € > 0 existe § > O tal que A € Ay ||[A — A|| < & implica
[F(A)—F(20)| <e.

Dado & > 0, por (ii) existe k¢ € I tal que k¢ < k < b implica fkﬁbf(l,x) dx| <€/3 (A €A).

Por otra parte, en virtud de (i), f es uniformemente continua en el compacto A X [a, k¢|, luego existe 6 > 0

tal que A € A,

A=Al <8y a<x< ke implica |f(A,x) — f(Ao,x)| < €/3(ke —a).

Ahora, para A € A con ||A — A|| < 8, podemos escribir:

FA) -FO) = | [ ramyd— [ fo.) dx

a a

= | [0 - s000) ax

ke —b
< | [0 - o) an|+ | [ 7130~ sGhaun)]
ke —b —b
< [ - ranlaxe | [+ [ G0 as
€ e €
< m(ke*a)+§+§
= g,
que es la conclusién deseada. g

6. Integracion de las integrales paramétricas impropias
6.1. Integracion propia

Proposicion 6.1. Sean: A= [o, ] CR, I = [a,b], —= <a <b < 4o,y f: AxI— R. Supongamos que:
(i) f es continua.

(ii) [ :b f(A,x) dx converge uniformemente en A.
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Entonces |, ,fb f(A,x) dx es integrable en A, y se verifica:

/aﬁ dir :bf(/l,x) dxz/:b dx/aﬁf(;L7x) di

DEMOSTRACION. Ya que F (1) = f;hf(l,x) dx (A € A) es continua (Proposicién 5.1), F es integrable sobre

A. Ademads, por ser f continua, para k € I tenemos:

/aﬁF(x)cm

B —b
/ ar [ F(,x) dx
o a

/B [/kf(/m,x) dx+ Hbf(l,x) dx} A

/dx/ lxdl—I—/ d?L flx)

En virtud de (ii), dado € > 0 existe k. € I tal que k¢ < k < b implica

‘ %bf(l,x) dx
k

€
<poa  (AEN

Por tanto, si ke < k < b:

(A)d/l—/ak a’x/aﬁf(l,x)dl‘

Hemos probado que

B —b k B —b B
/ ar [ F(x) dx= nm/ dx/ f(l,x)dl:/ dx/ F(A,x) dA
o a k—=b—Ja [04 a o

tal como se afirmaba. O

flxdx

dl<ﬁf(ﬁ—a):8.

6.2. Integracion impropia

Proposicion 6.2. Sean: A= [o,B[, = [a,b], —c < a <P < 4o, —0o<a<b< 4o,y f:AXI— R

Supongamos que:
(i) f es continuay no negativa en A x I.

(ii) [ :b f(A,x) dx converge uniformemente en A.
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(ii) fa_’ﬁ f(A,x) dA converge uniformemente en I.

Entonces, si una de las integrales iteradas

/jb dx/(:ﬁ fAxdL 6 /ﬁﬁ A [ £ ) dx

a a

converge, también converge la otra, al mismo valor.

DEMOSTRACION. Supongamos que

—b —p
/ dx [ f(hx) dA
a o

converge. Sea k € A. En virtud de la Proposicién 6.1, se tiene:

/: i [ P ) dx— /:b dx/:f(l,x) i < /;b dx/(:ﬁf(l,x) aa,

a

ya que f es no negativa. Por igual razén, existe el limite del primer miembro cuando k¥ — f—, y no es ma-

yor que el segundo miembro. El mismo argumento aplicado a la otra integral establece la igualdad de ambas. [

7. Derivacion de integrales paramétricas impropias
Proposicion 7.1 (Regla de Leibniz). Sean: A=|et,B[CR, I=[a,b], con —o<a<b<+oo,y f:AXI—R
Supongamos que:
(i) fescontinuay df/dA es continua.
(ii) fa_’b f(Qo,x) dx converge para algiin Ay € A.
(iii) fjh(af/(?k)(l,x) dx converge uniformemente en A.

Entonces |, aﬁb f(A,x) dx converge en A, es derivable respecto de A en A, y

_’baf

d —b
ﬁ/a ) dx= [ 50 dx

DEMOSTRACION. Sea

o(1) :/jb%(a,x) dx  (AEA).
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Para ver que la integral F(1) = ff” F(A,x) dx (A € A) converge, fijemos A € Ay, sin pérdida de generalidad,

consideremos el intervalo [Ao,A], donde Ay es como en (ii). En virtud de la Proposicién 6.1,
A A —b 3f
dé = / oS (&.x)dx| d
[o@a = [|[75ena]a

L[] Yoo

[ 100 - 00,9 ax

—b —b
f(A,x) dx—/ f(A0,x) dx.

a a

Como ¢ es continua (por la Proposicién 5.1, aplicada a [Ag,A] x I), la integral que comparece en el pri-
mer miembro de la anterior cadena de igualdades existe. Ademds, |, a_)b f(Ao,x) dx converge, por (ii). Luego,

F(A) = fa_ﬂ’ f(A,x) dx también converge. Pero

A
Ao (&) d& = F(A) — F(Ao),

y, siendo @ continua, el teorema fundamental del cdlculo permite concluir que F'(1) = @(1), como se reque-

ria. O

8. Algunos ejemplos
Ejemplo 8.1. Estudiar la convergencia uniforme de

/ e “senAxdx.
0

RESOLUCION. Aplicamos el criterio de Weierstrass tomando f(A,x) = e *sendxy g(x) =e ™ (L €R, x €

[0,00[). Se tiene que |f(A,x)] < g(x) (A € R, x € [0,00[), con

—x x|
/Oe dx= —e |O—l.

Por tanto, [y f(A4,x) dx converge uniformemente en R. O
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Ejemplo 8.2. Hallar F'(x), si

RESOLUCION. Sea f(x,y) = e (x>0, y € [1,0[). Entonces f es continua y df/dx = —ye ™ es continua.

Ademas,
“ 1
=— (x>0)

T
1 Xxe

= = 1
/ fx,y) dy:/ e Vdy=——e
J1 1 X

es convergente, y
oo a )
9y~ —/ ye ¥ dy
1 Ox 1

converge uniformemente si x > xo > 0, por cuanto, integrando por partes,

/ ye ¥ dy
1

IN

/mye—my dy= — gm0y
1 X0

o e
+ 7/ e 0 dy
1 XoJ1

I S DN L _xw+l
XpeXo x(z) | Xoe¥ x%exo xpZe*o

En virtud de la Proposicién 7.1,

x+1

F/x:—/oo e ™ dy=— X > Xp)-
(x) Y Vdy=—"15o (x>x)
Ya que xp > 0O es arbitrario, concluimos:
x+1
F'(x) = —-—5— >0).
W=-5- >0

El ejemplo queda asi resuelto.

Ejemplo 8.3. Hallar F'(x), si

RESOLUCION. Escribimos F (x) = G(x) + H(x), donde

G(x) = /x.] e ™ dy, H(x)= /loo e Vdy (x>0).
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A la vista del Ejemplo 8.2,

x+1
T2

H'(x) = (x> 0).

x“e*

Por otra parte, la regla de Leibniz para integrales paramétricas propias con limites de integracidn variables

permite escribir:

1 1 +1 22%2+1
/ _ —X 2 Y x | 2 X X
G(x)——/xye Ydy—e = e yx—l—;ex)x—e =P e (x>0),
donde hemos integrado por partes.
Consecuentemente
28+ 1
F’(x):G’(x)—i—H’(x):—W (x>0),
lo que resuelve el ejemplo. U
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