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1. Introduccion

El objeto del presente tema es el estudio de la integral de superficie. Podemos considerar esta nueva integral
como el equivalente bidimensional de la integral de linea, siendo la regién de integracion una superficie en vez
de una curva.

Se impone, pues, comenzar el tema abordando el estudio de los objetos matematicos de R? conocidos como
superficies. Estos objetos han aparecido ya con anterioridad, por ejemplo como gréficas de algunas funciones
de dos variables. El estudio de las superficies tridimensionales es interesante en si mismo y su andlisis en
profundidad corresponde a la rama de las matematicas conocida como geometria diferencial. No pretendemos
aventurarnos aqui en este andlisis; simplemente daremos una definicién formal, estudiaremos algunos casos
particulares y precisaremos la propiedad de orientabilidad que presentan algunas de ellas, limitdndonos, en
definitiva, a recopilar el material necesario para trabajar con las superficies como regiones de integracién y
establecer a su debido tiempo los dos teoremas mds importantes en este nuevo contexto: el feorema de Stokes

y el teorema de Gauss.

2. Superficies

Informalmente hablando, una superficie es el lugar geométrico de un punto que se mueve en el espacio

tridimensional con dos grados de libertad.

2.1. Representaciones de una superficie

Tres formas de expresar analiticamente un tal lugar son:

= La representacion implicita. Una superficie es el lugar geométrico de los puntos (x,y,z) € R3 tales

que F(x,y,z) = 0 para cierto campo escalar F.

= La representacion explicita. Es una ecuacién de la forma z = f(x,y), obtenida cuando en la expresién
implicita F(x,y,z) = 0 podemos despejar una de las variables (z en este caso) en funcién de las otras

dos.

= La representacién paramétrica o vectorial. Es una terna de ecuaciones x = X (u,v), y =Y (u,v), z =
Z(u,v), que podemos expresar vectorialmente en la forma 7(u,v) = X (u,v)i +Y (u,v)j + Z(u,v)k, donde
(u,v) varia en un conjunto conexo T C R2. Supondremos que las funciones X, Y, Z son, al menos,

continuas en 7' (Figura 1). Mds precisamente:
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Definicién 2.1. Una superficie paramétrica es la imagen S = 7(T) de un conjunto conexo T C R* mediante
una funcion continua7: T C R?> — R>, denominada parametrizacion de S. Si la funcion 7 es inyectiva sobre

T, se dice que la superficie paramétrica 7(T) es simple.

Nétese que si z = f(x,y) es una representacién explicita de una superficie S, se obtiene una parametri-
zacién de S sin mds que tomar X (u,v) = u, Y (u,v) = v, Z(u,v) = f(u,v). Reciprocamente, obtenemos una
representacién explicita z = f(x,y) de S si en su representacién paramétrica es posible despejar u, v en funcién
de x, y y las correspondientes expresiones se sustituyen en z; en tal caso, T es la proyeccién de S sobre el plano

OXY.

x=X,v)
y=Yuv)
z=27Z(u,v)

Y
\
<

X

Figura 1. Una superficie paramétrica.

Por ejemplo, la esfera unidad tiene ecuacién implicita x> + y> 4+ z> = 1. Al despejar z en ella resultan dos
soluciones, correspondientes a las ramas positiva y negativa de la raiz cuadrada, que proporcionan representa-
ciones explicitas de los hemisferios superior e inferior, respectivamente: z = £+/1 — x2 —y2. Una parametri-
zacion del hemisferio norte vendria dada por 7y (x,y) = (x,y,/1 —x% — y2), mientras que la parametrizacién
72(x,y) = (x,y,—1/1 — x? — y?) corresponderia al hemisferio sur. En ambos casos, el dominio de variacién de

los pardmetros serfa el circulo unidad 7' del plano OXY: T = {(x,y) € R? : x> +y> < 1}.

Otra posible representacion paramétrica de la esfera unidad es:

X =cosuseny, y = senusenv, Z=CosV ((u,v) € T =[0,27] x [0, 7]).
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Adviértase que, a diferencia de las obtenidas anteriormente para los hemisferios, esta representacién no pro-
porciona una superficie simple, ya que, por ejemplo, todos los puntos de las rectas u = 0y u = 27 se aplican
en un mismo meridiano sobre la esfera, mientras que todos los puntos con v = 7 se transforman en el polo sur
de la misma.

Puede ocurrir que una superficie paramétrica 7(T') degenere en un punto o una curva: si X, ¥, Z son cons-
tantes entonces 7(7T') es un solo punto, y si son independientes de v entonces 7(T) es una curva alabeada. Para

evitar estos casos excepcionales impondremos sobre 7 ciertas restricciones, que explicaremos a continuacion.

2.2. Producto vectorial fundamental

Sea una superficie de ecuacién vectorial 7(u,v) = X (u,v)i+Y (u,v)j+Z(u,v)k ((u,v) € T).Si X, Y, Z son

derivables, podemos considerar los vectores

i—aixf+alﬁ+87zﬁ
ou_ ou oul T ou

Jr _JdX. JY- 8—ZE

aiv_WH— 8v]+ v

Definicion 2.2. EI producto vectorial d7/du x d7/dv se denomina producto vectorial fundamental de la

representacion r.

Notese que

i j k
or or Y. Z, - Zy u X Y, |-
w9y T | X Y Zu | = i+ Jj+ k
Y, Z, Z, v v Y
v h 2,
_dm2),, AEX)- AT "

2.2.1. Puntos regulares y singulares

Definicion 2.3. Sien (u,v) €T, las derivadas parciales d7/du'y d7/dv son continuas y el producto vectorial
Sfundamental no es nulo, se dice que 7(u,v) es un punto regular de 7. Los puntos donde 07/du 6 d7/dv no
son continuas, o bien el producto vectorial fundamental es el vector nulo, se llaman puntos singulares de 7.

Se dird que 7 es una parametrizacion regular si todos sus puntos son regulares.
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Ejemplo 2.4. Considérese la superficie dada por la parametrizacion

7(u,v) = (ucosv,usenv,u) (u>0,0<v<2m).

¢ Es esta parametrizacion regular?

RESOLUCION. Si elevamos al cuadrado las ecuaciones x = ucosv, y=usenv,z=u (1 >0, 0 <v < 27) vemos
que describen la superficie z = 1/x% + y2, que s un semicono superior con vértice en el origen de coordenadas.
Todos los puntos de esta parametrizacion son regulares, con la excepcion, precisamente, del vértice. En efecto,

parau >0y 0 <v <27 se tiene:

% = (cosv,senv, 1),
% = (—usenv,ucosv,0).
Luego,
% x % = —u(cosv,senv,—1)
es el vector nulo si, y sélo si, u = 0. -

Notese que nos referimos a puntos regulares y singulares de una parametrizacion, y no de una superficie:
toda superficie admite mas de una representacién paramétrica, y puede ocurrir que un punto de una superficie

sea regular para una parametrizacion y singular para otra.

Para ilustrar esta afirmacién, consideremos la ecuacién explicita z = f(x,y) de una superficie S, que pro-
porciona la representacién paramétrica 7(x,y) = (x,y,z(x,y)) ((x,y) € T), siendo T la proyeccién de S sobre

el plano OXY . Si f es derivable, entonces

ar af or af
ax—(l"’*ax)’ ay—(“ay)'

Consecuentemente,

i j ok
Jr _JF P ik =
e R e o e ]
01 f
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Como este producto vectorial fundamental nunca es nulo, los puntos singulares de la representacion co-

rresponden a puntos de discontinuidad de f y fy.

En particular, si S es el hemisferio unidad norte parametrizado mediante 7(x,y) = (x,y,+/1 —x% —y2)

((x,y) € T),donde T = {(x,y) € R? : x> +-y*> < 1}, entonces

or B X or B y
aix(xvy)_ <1707_1_‘x2_yz>7 aiy(xv)))_ (0717 1_x2_y2> ((xvy)eT)a

de modo que los puntos singulares son los (x,y) € R? tales que x> +y* = 1, correspondientes al ecuador de la

esfera.

Si consideramos el mismo hemisferio parametrizado mediante

7(u,v) = (cosusenv,senusenv,cosv) (0<u<2rm, 0<v<m/2),
entonces
Jr or
a—:(fsenusenv,cosusenv,O), a—:(cosucosv,senucosv,fsenv) 0<u<2m, 0<v<m/2).
u v
Por consiguiente,
i j k
or _J7r _
50 X9, = | —senusenv cosusenv 0 = —senv 7(u,v) (0<u<2m, 0<v<m/2).
COSUCOSV  Senucosv —senv

El tdnico punto singular para esta parametrizacion es el polo norte, v = 0.

2.2.2. Interpretacion geométrica

Dada una representacion paramétrica derivable 7(u,v) ((#,v) € T) de una superficie 7(T'), consideremos
un segmento rectilineo horizontal en 7', de modo que v es constante sobre dicho segmento. La funcién 7 aplica
este segmento sobre una curva (llamada curva u) de la superficie 7(T). Si u es un pardmetro que representa
el tiempo, entonces d7/du es el vector velocidad de la curva u. Similarmente, d7/dv representa el vector
velocidad de una curva v obtenida haciendo u constante. Por cada punto de 7(T') pasan una curva u y una

curva v.

Consideremos ahora un rectangulo infinitesimal de lados Au y Av. En el tiempo Au, un punto de la curva u
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se desplaza una distancia aproximadamente igual a ||07/dul|| Au a lo largo de dicha curva. Andlogamente, en el
tiempo Av un punto de una curva v recorre sobre la misma una distancia aproximadamente igual a ||d7/dv|| Av.
La regi6n rectangular de lados Au'y Aven T se transforma, de forma aproximada, en un paralelogramo en 7(7T')

cuyos lados son los vectores Aud7/du, Avd7/dv y cuya drea es es la norma del producto vectorial de ambos:

Ai " 8r 3r @
MBu 8v

Asfi pues, el médulo del producto vectorial fundamental puede ser interpretado como un factor de propor-

AuAv.

cionalidad de 4reas. En los puntos donde el producto vectorial fundamental es nulo, el paralelogramo degenera
en una curva o un punto. Por otra parte, en cada punto regular de la superficie los vectores d7/du, d7/dv

determinan un plano que tiene al producto vectorial fundamental por normal (Figura 2).

2.2.3. Plano tangente

Definicion 2.5. El plano determinado por d7/du 'y d7/dv en cada punto regular de una superficie se llama

plano tangente a la superficie en el punto considerado.

Si d7/du y d7/dv son continuas en todo punto entonces d7/du x d7/dv también lo es, asi que el plano
tangente se mueve con suavidad, indicando la ausencia de aristas o puntas en la superficie (comparese con el

Ejemplo 2.4).

2.2.4. El producto vectorial fundamental como normal a la superficie

Demostraremos a continuacién que el producto vectorial fundamental es normal a toda curva regular sobre
la superficie.

Sea 7(T') una superficie paramétrica regular, y sea C* una curva regular en 7', de modo que C = 7(C*)
es una curva regular en 7(T). Si a(t) = (U(¢),V(¢)) (¢t € [a,b]) es un camino que describe C*, entonces
pt)=7la@)] = X[@(@)],Y[a()],Z[e(t)]) (¢ € [a,b]) es un camino que describe C. Por la regla de la cadena,

Pty = (VX-@).VY-@(1),VZ-@(1))
= XU'()+XV' (@), %LU ) +YV' (1),2U' (1) +Z,V' (1))
= (XY, Z)U'(t) + (X0, Y0, Z,) V' (1)
oF oF

= @U/(tﬂ_ —V'(1).
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v z
A A
ou ov oF

x=X,v)

y=Yuyv)

z=7Z(u,v)

_—

> U ' i

Figura 2. Interpretacion geométrica del producto vectorial fundamental.

Ya que 07/du y d7/dv son perpendiculares a d7/du x d7/dv en cada punto lo mismo ocurre con p’(t), asi

que el producto vectorial fundamental es normal a C, como queriamos probar.

Por esta razén, el vector d7/du x d7/dv se llama normal a la superficie 7(T).

3. Area de una superficie

3.1. Representacion paramétrica

Sea S = 7(T') una superficie paramétrica representada por la funcién 7 definida en una regién T del plano
OUYV. Ya justificamos por qué el médulo del producto vectorial fundamental d7/du x d7/dv puede ser in-
terpretado como un factor de proporcionalidad de dreas: un rectdngulo en T de area infinitesimal AuAv es

aplicado por 7 en un paralelogramo curvilineo en S de drea aproximadamente igual a

AuAv.

Jar  or
Ju Jv

Esta observacion sugiere la siguiente

Definicion 3.1. Si S =7(T), se define el drea de S mediante
Jr _ oF

S| = =— X =

al //TH&M 8 8v‘

CALCULO INTEGRAL VECTORIAL OCW-ULL 2011/12
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Notese que, por (1),

o= [ (2)" (222 ()L

expresion andloga a la integral que da la longitud de un arco de curva.

3.2. Representacion explicita

Si z= f(x,y) es la ecuacién explicita de una superficie S y tomamos x,y como pardmetros, entonces

Jor _ oF - ==
ngxay - TR = 1 2 A

y la integral para el drea de S adopta la forma

|S|=//T,/1+f3+ﬁdxdy, ?)

donde T es ahora la proyeccion de S sobre el plano OXY.

En el caso particular en que S esté en un plano paralelo al plano OXY entonces la funcién f es constante,

de modo que f; = fy = 0, y la ecuacién anterior se convierte en

S = [[ axa
T

que es la férmula usual para el cdlculo del drea de regiones planas.

3.3. Representacion implicita

Supongamos ahora que S viene dada implicitamente por la ecuacién F(x,y,z) = 0. Si S se puede proyectar
biunivocamente sobre OXY, la ecuacién F (x,y,z) = 0 define z como funcién de x,y: z = f(x,y), y las derivadas

parciales fy, f, se relacionan con las de F por derivacién implicita mediante las férmulas

JoF OF JoF OF

g""‘aizfxzoy 7y+7zfy:0,
de aqui,

f__c9F/8x f__c9F/8y

YT 9F /o7 Y7 9F/dz
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en los puntos donde dF /dz # 0. Sustituyendo ambas expresiones en la férmula del drea en explicitas obtene-

// \/F2+F2+F? seas 5

B

mos:

3.4. Algunos ejemplos
Ejemplo 3.2. Calcular el drea de un hemisferio.

RESOLUCION. Consideremos un hemisferio norte de radio a > 0 y centro el origen de coordenadas.

(i) Representaciéon paramétrica: 7(u,v) = (acosusenv,asenusenv,acosv) (0 <u <2m, 0<v<m/2).

El médulo del producto vectorial fundamental es

or J7
H A A = a*|senv| = a*senv 0<v<m/2).

8u8

Si T =[0,2n] x [0,7/2], entonces

. 2T /2
|S\:a2// senvdudv:az/ du/ senv dv = 271a’.
Jr 0 0

(ii) Representacién explicita: z = \/a? —x2 — y2. Poniendo f(x,y) = \/a? — x2 — y? encontramos que

* - Y
fy= 2

)
_x2_y2 a

fx:_ .
a2 _x2_y2

El hemisferio norte se proyecta biyectivamente en el disco 7 = {(x,y) eR?: X2 +y? < az} del plano

OXY . De acuerdo con (2):

dxdy
_ 2 2 _
\S|_//T,/1+fx+fy dxdy—a//T s

donde el denominador del integrando se anula sobre dT. Se trata, por tanto, de una integral impropia
de integrando positivo. Dicha integral existe (convergente o divergente) y se puede calcular consideran-
do cualquier sucesién bésica. Elegimos discos concéntricos T(R), centrados en el origen, de radios R

crecientes a a. Si S(R) representa la porcién correspondiente del hemisferio superior, entonces

dxdy
sWi=a [ ooy
- )’
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Efectuando un cambio de variable a polares,

21 R
SR =a [ a0 [ P ma(a—Var—R2).
0 0

/a2 — p2
Finalmente,

S| = lim |S(R)| = 27a?.
R—a

(iii) Representacién implicita: x> +y> 4> = a2, 7 > 0. Se tiene: F(x,y,z) = x> +y? + 2> — a?, F, = 2x,

F, =2y, F;, = 2z. De acuerdo con (3):

o [

donde T = {(x, y)ER?: a2 +y? <d? } Se trata, por tanto, de la misma integral impropia que compare-

ce en (ii), ya resuelta. O

Ejemplo 3.3. Calcular el drea del tronco de cono de ecuacion z = av/x*>+y? y bases de radios b, c, con

a>0yb<ec.

RESOLUCION. Sea S la superficie considerada, y sea T = {(x,y) € R?: b <x* +y? < ¢*} su proyeccion en

el plano OXY. Si f(x,y) = a+/x? +y* entonces

e ax - ay
RS ey

y sigue de (2) que

S| :// V14a?2dxdy=n\/14+a2(* —b?)
T

es el drea pedida. g

4. Integral de superficie de campos escalares

Como ya hemos mencionado, las integrales de superficie son andlogas a las de linea en muchos aspec-

tos. Oportunamente definimos las integrales de linea mediante una representacién paramétrica de la curva.

OCW-ULL 2011/12 CALCULO INTEGRAL VECTORIAL
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Ahora haremos lo propio con las integrales de superficie. Demostraremos luego que, bajo ciertas condiciones

generales, el valor de la integral es independiente de la representacion.

4.1. Definicion

Definicién 4.1. Sea S = 7(T) una superficie paramétrica descrita por una funcién ¥ € C'(T), donde T es

una region del plano OUV, y sea f un campo escalar definido y acotado en S. La integral de superficie de f

//F(T)de é //Sde,

sobre S se representa

y estd definida por la ecuacion

I, o= e

siempre que exista la integral doble del segundo miembro.

du dv,

Si S es la unién de N superficies paramétricas S; (i € N, 1 <i < N), disjuntas excepto quizé a lo largo de

las curvas que definen sus fronteras, entonces la integral de f sobre S estd definida por

/Adezé//Side.

Por ejemplo, la integral sobre la superficie de un cubo se puede expresar como la suma de las integrales sobre

sus seis caras.
Ejemplo4.2. Sean S:z=x>+y, T ={(x,y) eR?:0<x <1, —1 <y < 1}. Hallar [[;xdS.

RESOLUCION. Ponemos f(x,y) = x> +yy consideramos la parametrizacién de S dada por 7(x,y) = (x,y, f(x,y))
((x,y) € T). El correspondiente producto vectorial fundamental viene dado por el vector (—fi,—fy,1) =

(—2x,—1,1). Por consiguiente,

//Sde

1 1
//xx/4x2+2dxdy:\6/ dy/ xV2x2+1dx
JJT —1 0

3

\%/(;lu\/mclx:ﬁ(\@—l).

Para el cémputo de la tltima integral se ha efectuado el cambio de variable 2x*> +1 = 1. g

CALCULO INTEGRAL VECTORIAL OCW-ULL 2011/12
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Ejemplo 4.3. Calcular [[3z* dS, siendo S la esfera unidad.

RESOLUCION. Consideramos la parametrizacion de S dada por
X = cosusenv, y =senusenv, Z=1CosV ((u,v) € T =[0,27] x [0, 7)),

cuyo producto vectorial fundamental es —senv 7(u,v), con médulo senv (0 < v < 7). Entonces

2n T 41
//z2 dS:// cos2vsenvdudv:/ du/ cos’vsenvdy = —.
s T 0 0 3

Esto resuelve el ejemplo. O

4.2. Motivacion

Sea T un rectangulo particionado en n* subrectangulos Rij (i,jeN,1<i,j<n). Paracadai,jeN, 1<
i,j <n,seasS;j =7(R;;) la parte de la superficie 7(T') correspondiente a R;;, y sea |S;;| el 4rea de S;;. Para n

grande, f serd aproximadamente constante en S;;.

Parece natural definir

/ fdS=lim1,,
S

n—o0

donde

n n

In:ZZf r\u;,v |Slj|

i=1j=

con (u;,v;) € R;j. Ahora bien, por el teorema de la media,

& JF  OF
Si;| = // " x dudv = < "« r) AuAv
du dv (w1 %)
para alguin (i, v}‘) € R;;, y consecuentemente
L Jr _ oF
AuAv.
Zz’lf ui,v;) H(&u 8v> Hav

i=1j (Ltf,vj)

OCW-ULL 2011/12 CALCULO INTEGRAL VECTORIAL



INTEGRALES DE SUPERFICIE 13/22

De aqui,

or OF
ar X ar dudv.
v

Ju o

Aulv = //Tf[?(mv)] ‘

n n 87 87
//Sde: tim £, = lim 3 ) /{7 )] H(az x ai)

n—yoo Vl%‘x’i 1 j:l

(u;.v7)
4.3. Cambios de parametrizacion

Supongamos que 7 aplica una regién A del plano OUV en una superficie paramétrica 7(A), y que A es la

imagen de una regién B del plano OST a través de una aplicacién biyectiva G de clase C', dada por
G(s,t)=U(s,0)i+V(s,t)j  ((s,t) €B).

Consideremos la funcién R, definida en B mediante la ecuacién

R(s,t) =TF[G(s,1)] ((s,t) € B).

Dos funciones 7, R asf relacionadas se dicen regularmente equivalentes. Representan la misma superficie, esto

es, 7(A) = R(B) como conjuntos de puntos, pues G es biyectiva de A en B (Figura 3).

Proposicién 4.4. Sean7, R dos funciones regularmente equivalentes ligadas por la relacion R(s,t) = ¥[G(s,t)],
donde G es una aplicacion biyectiva de clase C' que transforma una regién B del plano OST en una region

A del plano OUV, dada por la ecuacion
6(5’I)ZU(S7t)2+V(S7t)j ((s,1) € B).

Entonces

R GR_ (o7 or\ow.v
ds dt \odu” dv) d(st)’

donde las derivadas parciales d7/du'y d7/dv estdn calculadas en el punto (U (s,t),V (s,t)).

DEMOSTRACION. Las derivadas dR/ds y dR/dt se calculan a partir de la relacion R(s,t) = F[U (s,t),V (s,t)]
mediante la regla de la cadena:

oR_orou _arav

ds duds dvas’

oK _orou orav

ot Jdudt Jv ot
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z
A
S=r(4) =R(B)
Y
v t
A X A

hll
|

|Q

\
<
\
@

Figura 3. Dos funciones regularmente equivalentes representan la misma superficie.

Multiplicando vectorialmente y haciendo uso de las propiedades de los determinantes encontramos que

@ OR (07 _OF U IV JU IV ixi a(U,V)
Ju Jdv

os 9t \au av)\as ar  ar as I(s,0)

como pretendiamos probar. g

Teorema 4.5. En las condiciones de la Proposicion 4.4, supongamos que la transformacion G que relaciona
7 y R satisface las hipétesis del teorema del cambio de variables para integrales dobles. Si f es un campo

escalar para el cual existe la integral de superficie ffF( 4) f dS, entonces también existe ffﬁ( B) fdSy

//7(A) fas= //R(B) fds.
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DEMOSTRACION. Por definicidn,

I ras= [ s[5 57| e

El teorema del cambio de variables para integrales dobles establece que

//f Fu,v) Har 8r dudv-//f

donde las derivadas d7/du y d7/dv del segundo miembro estén calculadas en (U(s,?),V (s,)). En virtud de

ar
8v

~ \

’a( V)

305.0) ’ ds dt,

la igualdad

%Xav

LWL (8r 8r) a(U,V)

s “ar d(s,1)

(Proposicidn 4.4), la integral sobre B vale

//fﬁst HaRxaRH ds dt,

que es la definicion de

//ﬁ(B)de.

Esto demuestra el teorema. O

S. Integral de superficie de campos vectoriales
5.1. Definicién

Definicién 5.1. Sea S = 7(T) una superficie paramétrica descrita por una funcién ¥ € C'(T), donde T es

una region del plano OUV, y sea F un campo vectorial definido y acotado en S. La integral de superficie de

// F-dS 6 /Fds,

7(T) S|

// F-dS= //F 7(u,v)] (8r ar)dudv
v

siempre que exista la integral doble del segundo miembro.

F sobre S se denota por

y se define mediante
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Ejemplo 5.2. Se considera la esfera unidad, parametrizada por
7(u,v) = (cosusenv,senusenv,cosv) ((u,v) € 10,27 x [0, 7]).
Calcular [[¢R-dS, donde R(x,y,z) = (x,y,z) es el vector de posicion.

RESOLUCION. Sabemos que el producto vectorial fundamental correspondiente a 7 es el vector d7/du X
d7/dv = —senv F(u,v). Por tanto,

R[F(u,v)]- <§; X g:) = —senv #(u,v) - F(u,v) = —senv |[F(u,v)||* = —senv.

Concluimos que

. 2 b3
//R-dS:—i/ dg/ senv dv — —47
S 0 0

es el valor de la integral pedida. g

5.2. Motivacion: flujo de un fluido

Imaginemos que un fluido es una coleccién de puntos, llamados particulas. A cada particula (x,y,z) le
asignamos un vector V (x,y,z) que representa su velocidad; este es el campo de velocidad de la corriente, y
puede o no cambiar con el tiempo. Consideraremos corrientes estacionarias, esto es, aquellas para las que la
velocidad V(x,y,z) depende dnicamente de la posicién de la particula, y no del tiempo.

Designamos por p(x,y,z) la densidad (masa/volumen) del fluido en el punto (x,y,z). La densidad es un

campo escalar asociado a la corriente. Representamos por F el producto de la densidad por la velocidad:

F(x,y,2) = p(x,5,2)V(x,,2).

Este campo vectorial se denomina densidad de flujo de la corriente. El vector F (x,y, z) tiene la misma direccién

que la velocidad, y su mddulo tiene dimensiones

masa _longitud _ masa
volumen ~ tiempo drea - tiempo

En otras palabras, el vector densidad de flujo F(x,y,z) expresa cudnta masa de fluido circula por el punto

(x,y,2) en la direccién de V (x,y,z) por unidad de drea y tiempo.
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Sea ahora S = 7(T') una superficie paramétrica simple. En cada punto regular de S designamos con 7 el
vector normal unitario que tiene el mismo sentido que el producto vectorial fundamental:

or oOF
— X

_ _du
a7 y ar||
du

El producto escalar F -7 representa la componente del vector densidad de flujo en la direccién de 7.

Queremos calcular la masa de fluido que pasa a través de S por unidad de tiempo en la direccién de 7.

A tal fin, suponemos, por simplicidad, que 7 es un rectdngulo y particionamos T en n® subrectingulos R; I
(i,j € N, 1 <i,j <n) de lados horizontal y vertical con longitudes respectivas Au y Av. Para cada i,j €
N, 1 <i,j <n, sean (u,v) € R;; y 7(u,v) el punto correspondiente en S. Consideramos el paralelogramo de
lados Aud7/du'y Aud¥/dv, que estd en el plano tangente a S en 7(u,v), y el paralelepipedo formado por F,
Aud7/du'y Avd7/dv. El volumen del paralelepipedo es el valor absoluto del producto mixto

_ ar ar — (JF OF

Fr(u,v)]- (Aua; X Ava:) =F. (8; X 3:) AuAv,
y mide la cantidad de fluido que pasa a través del paralelogramo tangente por unidad de tiempo. Como el signo

de

F[r(u,v)]- (3; X g:) Aulv

es positivo o negativo segtin que F apunte hacia afuera o hacia adentro,

F[r(u,v)]- <§; X g:) AuAv

n n

14

1j=1

es una medida aproximada de la cantidad neta de fluido que fluye a través de la superficie por unidad de tiempo.

Consecuentemente,
R I pp— Jdr _ JF Jr _ Jr
’}gl‘}"i:”; Fr(u,v)]- (é?u X av) AuAv = //TF[r(u,v)] (814 X 8) du dv

I

'\

o
5
QU
9%

es la cantidad neta de fluido que fluye a través de la superficie por unidad de tiempo, esto es, la tasa de flujo.

Por ello, la integral anterior se 1lama flujo de F a través de S.
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5.3. Cambios de parametrizacion

Definicion 5.3. Una superficie orientada es una superficie de dos caras, una de ellas la exterior o positiva y

la otra la interior o negativa.

En cada punto de una superficie orientada S hay dos vectores normales unitarios 7; y 72, donde 771 = —75.
Cada uno de ellos se puede asociar con una cara de la superficie. Habitualmente se escoge como cara positiva

aquella en la que la normal unitaria apunta hacia afuera (Figura 4).

S|

exterior

interior

N

Y
<

X

Figura 4. El vector 77 apunta hacia el exterior de la superficie.

En la Definicién 5.3 usamos el término «cara» en sentido intuitivo, aunque este concepto se puede formular
de manera rigurosa. La eleccién del lado llamado «exterior» viene impuesta a menudo por la propia superficie,
como por ejemplo en el caso de una esfera, si bien en otros casos es arbitraria.

No toda superficie tiene dos caras. Un ejemplo de superficie de una sola cara es la banda de Mbius M,
que puede verse en la Figura 5. En cada punto de M hay dos normales unitarias 72; y 7, pero ninguna de ellas
determina de forma univoca una cara de M. Para justificarlo intuitivamente, podemos deslizar 7, alrededor de
la curva cerrada C de la Figura 5. Cuando 7; regrese a un punto fijo P de C coincidird con 721, mostrando que
tanto 77; como 77, apuntan desde la misma cara de M y, en consecuencia, M tiene una sola cara.

Sea 7(u,v) ((u,v) € T) una parametrizaciéon de una superficie orientada S que es regular en 7(ug,vo)

((uo,vo) € T), esto es, estd definido el vector normal unitario
or ot
Niruo,vo)] = o
r(up,vo)| =
o7 " oF
du  dv
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Figura 5. La banda de Mobius tiene una sola cara.

Si ia[F(up,vo)] denota la normal unitaria exterior a S en 7(up, vo), entonces

N[?(u(), V())] = :tﬁ[?(uo, Vo)].

Definicion 5.4. Se dice que la parametrizacion 7 preserva la orientacion si en todo punto regular el producto

vectorial fundamental tiene el mismo sentido que la normal exterior a la superficie 7(T), esto es:

ar or
Jdu_ Jdv
gxaf
Ju Jv

nr(u,v)]

en todo (u,v) € T tal que 7(u,v) es regular.
Se dice que la parametrizacion ¥ invierte la orientacion si en todo punto regular el producto vectorial

fundamental tiene sentido opuesto al de la normal exterior a la superficie 7(T), esto es:

or _Jr

ou” 9

u v —r=
a7 = —A|r(u,v
Qu_ 0V — afr(u,v)
du dv

en todo (u,v) € T tal que 7(u,v) es regular.

Ejemplo 5.5. Sea S: z= f(x,y). Hay dos vectores normales unitarios a S en (xo,yo, f (X0,Y0)), a saber, 7,

donde
1

77—
\/f}(xo,yo) + 7 (x0,y0) + 1

(—fx(x0,50), = fy(x0,Y0), 1)

Podemos orientar esta superficie tomando como cara positiva la determinada por la normal unitaria n con
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componente k positiva. En tal caso, la parametrizacién de S dada por 7(x,y) = (x,y, f(x,y)) preserva la

orientacion.

Ejemplo 5.6. Sea S = x> +y?> + 7> = 1 la esfera unidad en R3. Podemos orientarla seleccionando el vector
unitario ni(x,y,z) = R, donde R = xi+yj + zk, que tiene el sentido de la normal exterior a la superficie. Esta
eleccion corresponde a nuestra idea intuitiva del exterior de la esfera.
Si consideramos la parametrizacion 7(u,v) = (cosusenv,senusenv,cosv) (0 <u <2m, 0 <v < 1),
entonces
or _ OJF

— X — = —senv F(u,v).

Ju Jv

Como —senv < 0 5i 0 <v < 7, este vector normal apunta hacia el interior de la esfera; asi, la parametriza-

cion 7 invierte la orientacion.

Teorema 5.7. Sea S una superficie orientada, y sea F un campo vectorial continuo definido en S. Sean
71(Th), 72(T») dos parametrizaciones regulares de S, satisfaciendo las hipdtesis del Teorema 4.5. Si 7y, 72

preservan (respectivamente, invierten) la orientacion, entonces

// FdSz// F-ds.
71(Ty) 72(T2)

Si 7 preserva la orientacion y 7, la invierte, entonces

// Fds:—// F-ds.
71(T1) 72 (D)

DEMOSTRACION. Pongamos

or  on or, In
p_ w o o
1= — — ) ny = — —
on . on o 9%
du ~ dv ds ot
de modo que
np = =+ny,

donde se toma el signo «+» si ambas parametrizaciones preservan (respectivamente, invierten) la orientacion,
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y el signo «—» si una de ellas la preserva pero la otra la invierte. Segtin esto, por el Teorema 4.5 se tiene:

// F.ds
71(T1)

como pretendiamos.

8r1 8}’1
//T] [71 (u,v)] <<9u 8>d dv

— _ 8}”1 8}”1
/TIF[rl(u,v)] 5% 5 dudv
// f-ﬁl ds

71(N)
:I:// F-ﬁz ds

o (Ty)

8)’2 (9]”2
:l://;2 [Fa(s,1)] - 7ia as 5 ds dt

— 07 arz
:I:/TZF[rz(s,t)]- ( - 8t> ds dt

i// F-ds
72 ()

5.4. Relacion con la integral de superficie de campos escalares

Ya quedo dicho que si S = 7(T') es una superficie paramétrica, el producto vectorial fundamental d7/du x

d7/dv es normal a S en cada punto regular de la superficie. En cada uno de tales puntos existen dos vectores

normales unitarios: uno, 71j, que tiene el mismo sentido que d7/du x d7/dv, y otro, 7y, que tiene sentido

opuesto. Asi pues,

= Har

or

— X

Jdu — —
, no = —nj.

u

Sea 72 una de las dos normales 7i; 6 7. Sea F un campo vectorial definido en S, y supongamos que existe la

integral de superficie [[¢F -7 dS. Podemos entonces escribir

/ F-nds
S

donde se usa el signo «+» ¢ «—» segln que 7

or

> dudv

/ /T Flr(u,v)] -7(u,v)
:I://F Fu,v)] ( g:) du dv
i//sfwlS,

ar
8u

=n; 6n=ns.
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La igualdad anterior expresa que la integral de superficie de F sobre S es igual a la integral de la componen-
te normal de F sobre S si la parametrizacién considerada preserva la orientacion, y a la opuesta de la integral
de dicha componente normal si la orientacion se invierte. Esta sencilla observacion, que ya fue utilizada en la
demostracién del Teorema 5.7, ahorra frecuentemente cierto esfuerzo computacional, como se comprueba en

el Ejemplo 5.8.

5.5. Aplicaciones fisicas: flujo de calor

Sea T'(x,,z) la temperatura en un punto (x,y,z) € W C R3. Si T € C! entonces

T 0T JT
gp_ (T o1 oT
dx’ dy’ 9z
es el gradiente de temperatura, y el calor fluye segiin el campo vectorial F = —kVT, donde k es una constante
positiva llamada conductividad. Nétese que el flujo de calor, como cabe esperar, se produce de las zonas
calientes hacia las frias, pues —VT apunta en la direccién donde T decrece.

La tasa total de flujo o flujo de calor a través de la superficie S viene dada por [[¢F - dS.

Ejemplo 5.8. Supongamos que una funcion de temperatura estd dada por T (x,y,z) = ¥ +y>+7% Sea S la
esfera unidad x> +y* + 7> = 1, orientada segiin la normal exterior. Hallar el flujo de calor a través de S, si

k=1

DEMOSTRACION. Se tiene que F (x,y,z) = —VT(x,y,z) = —2(x,y,z). Como 7 =F = (x,y,7), sigue que F -7 =
—2(x* +y% 4+ 7%) = —2. Por otra parte, la conocida férmula para el drea de una esfera establece que ésta es

igual a 47 veces el cuadrado de su radio. Consecuentemente,

//SF.dS://SFﬂdS:—2//SdS:,2|S|:7871..

Esto resuelve el ejemplo. 0

OCW-ULL 2011/12 CALCULO INTEGRAL VECTORIAL



	Introducción
	Superficies
	Representaciones de una superficie
	Producto vectorial fundamental
	Puntos regulares y singulares
	Interpretación geométrica
	Plano tangente
	El producto vectorial fundamental como normal a la superficie


	Área de una superficie
	Representación paramétrica
	Representación explícita
	Representación implícita
	Algunos ejemplos

	Integral de superficie de campos escalares
	Definición
	Motivación
	Cambios de parametrización

	Integral de superficie de campos vectoriales
	Definición
	Motivación: flujo de un fluido
	Cambios de parametrización
	Relación con la integral de superficie de campos escalares
	Aplicaciones físicas: flujo de calor


