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INTEGRACION MULTIPLE: INTEGRALES TRIPLES 1/5

1. Integrales iteradas

1. Calcular las siguientes integrales iteradas:
11 opl
@) / //(2x+2y+2z)dxdydz;
0 Jo Jo

2 6 1
(b) / / / (x—3y+2) dx dy dz;
o Jo Jo
In6 ,In8 ,Inl0
(c) / / / e dx dy dz.
o Jo Jo

Solucion: (a) 3; (b) —78; (c)315.
2. Expresar las integrales siguientes en el orden indicado en cada caso.

1 ry 1—y2
(a) / / / f(x,y,2) dzdx dy, en el orden dz dy dx;
0 Jo Jo

4 p(4—x)/2 p(12-3x—6y) /4
(b) / / / f(x,9,2) dz dy dx, en el orden dy dx dz.
0 Jo 0

(12-42)/3  (12—3x—47)/6
Solucion: (a)/ // F(x,y,2) dzdydx; (b)// / f(x,y,2)dydxdz.
0

3. Integrar cambiando el orden de todas las formas posibles:

(@) /l/x/yf(x,y,z) dz dy dx:
(b) / / / Fley.2) dz dy dx:

(©) /_11/_\/%/\;)@]‘()6,)%) dz dy dx;

1 pl—x px+y
(d) / / / f(x,y,z) dz dy dx.
0 Jo 0
Solucion:

(a) /Ol/ox/;f(X,%Z) dy dz dx; ‘/01[1/0}7]“()(,)1,2) dz dx dy;
/().1'/().y/y.1f(x,y72) dx dz dy; /(;l/z‘l./):]f(x,y,z) dxdydz;
/Ol/zl/zxf(x,y,z) dy dx dz.

®) /1 /x2 /xf(x,y,z) dy dz dx+/()l ./):xz /\;gf(x,y,z) dy dz dx;
/ / / F(x,y,2) dz dx dy;

/0/02y /y f(x,y,2) dXdZdy+/01/2;;yz/\l/z7f(X7y’Z) dx dz dy;
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L F(x,,2) dy dx dz + s " f(eyz) dydrdz+
0 S22 0 Jv2Jo
+/12/\1/Z/72/\;Z_7f(x’y’z) dydxdz;

'/0.1/0\/2/7/\1/17](()6,%@ dxdydz—f—'/o.]/\]/z/iz/y.lf(x,y,z) dx dy dz +
+/12/sz2/\1/17216()€,%@ dxdydz—l—/lz/\l/ﬁ/lf(x,y,z) dx dy dz.

Zz_xz Z2_)52
c flx,y,z)dyd dx+/ / / f(x,y,2) dy dz dx;
()/J&/ )2) 4y 42 Jaal e ava

x,¥,z) dz dx dy;
//ﬁ o () dzdxdy

/1/72 /.\/;%f(&y,z) dx dy dz;
///\/Z:l f(x,y,2) dxdzdy+///\/2:_7}y F(x,y,z) dxdz dy;
/[Z/ Ve f(x,y,2) dydxdz.

(d)///l xfxy, dydzdx+///z f(x,y,2) dy dz dx;
///1 foy, dxdzdy+/// Fx,y,z) dxdz dy;
///Z flx,y,z dxdydz+// 1yfxy,)dxdydz,
///Z flx,y,z dydxdz+// lexy,)dydxdz,

/0 /0 /0 f(x,y,z) dz dx dy.

2. Teorema de Fubini

4. Evaluar / / / f(x,y,2) dx dy dz para las siguientes funciones f y recintos W:
w

@ f(x,y,2)=ze", W=[0,1]x[0,1] x[0,1];
(b) fx,3,2) =2x+3y+z W=[1,2]x[-1,1] x[0,1];

©) flx,y,z)=ye ™, W=][0,1]x][0,1] x[0,1];
Py - — ot

@ foy2) ==

. W=1[0,1]x[0,1] x[0,1].

Solucidn: (a)%(e—l)z; ) 7; (c)é; (d)n—%
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5.

10.

11.

12.

13.

. Calcular la integral triple / / /
JJ I (

Calcular la integral triple / / / xy*z>dx dy dz, donde el recinto D estd limitado por las superficies z = xy,
D

y=x,x=1,z=0.
Solucio !

olucion: —.
364
dx dy dz . .. .
Lzy donde M es el recinto limitado por las superficies

l+x+y+2)
x+y+z=1,x=0,y=0,z=0.
5

1
Solucion: —In2— —.
olucién: =In 16

. Hallar / / / yzdx dy dz, si D es el recinto limitado por los planos coordenados y los planos x+y =1,
D

z=4.

4
Solucion: —.
oLlucion 3

. Calcular / / / xyz dx dy dz, siendo M el recinto limitado por las superficies:
M

@2 +y?—2x=0,y=22,2=0;, (b)x>+)y?—22=0,y=72"

Solucién: (a) = (b)0.

16
2y
. Hallar / / yz dz dy dx, siendo D el primer octante del s6lido delimitado por el elipsoide — + %) +
D a

z
= =1
o2

ab*c?

Solucion:
olucidn: —-

Calcular / / / (xe” +ye*) dx dy dz, donde D es la regién limitada por los planos x =0,y =0,z =0,
D
y=1-xz=1.
Te

8
Solucion: — =+ —.
olucion 3+6

Calcular / / /D (1—x—y—z)dxdydz, donde D es la regién limitada por los planos coordenados y el
planox+y+z=1.
Solucion: i
24
Calcular la integral triple de la funcién f(x,y,z) = 1 sobre la regién D limitada por los paraboloides
z=x>+y?, z=4x> 4+ 4y?, el cilindro y = x? y el plano y = 3x.

9477
Solucion: ——.
olucion: —2

Calcular / / / zdx dy dz, siendo T el dominio del primer octante delimitado por las superficies y*> +z =
T
1, x> +z=1.

1
Solucion: —.
olucion: -
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3. Cambio de variables

14. Efectuando el cambio de variables

V=xy, w=

= <

Z
Uu—-—/——
2y

calcular la integral triple de la funcién f(x,y,z) = xyz sobre la regién Q del primer octante limitada por

los paraboloides z = x> +y?, z = 2x> 4+ 2y, los cilindros xy = 1, xy = 4, y los planos y = x, y = 5x.

765 (156
ion: — | — +1 .
Solucion A <25 + n5)

4. Cambio de variables: coordenadas cilindricas

15. Mediante un cambio de variable a coordenadas cilindricas, calculense las siguientes integrales:

() /// (@ +y*)? dxdydz, D={(x,y,z) eR*:x?+y? <2 <4};
D
(b) /// zexp{—(x*+y*)}dxdydz, D={(x,y2) eR®:2(x*+y?) <2 <24y +1,2>0}.
D
32r T
Solucion: —; (b) —.
olucion: (a) 3 ( )2e
16. Hallar /// zdxdydz, siendo D = {(x,y,2) ER* 122 +)? <2, 2 +y2 +22 < 1, 2> 0}
JJp
T
Solucion: —.
olucion 8
17. Integrar zex2+y2 sobre el cilindro x? +y? < 4,2 <z < 3.
5
Solucion: 77: ((34 — 1).
18. Calcular / / y2 dx dy dz, siendo T el tronco de cono de vértice en el origen y base en el plano z =4,
T

delimitada por la circunferencia x> 4+ y? — 2y = 0.

Solucion: m.

5. Cambio de variables: coordenadas esféricas

19. Mediante un cambio de variable a coordenadas esféricas, calctilense las siguientes integrales:

(a) ///xyzdxdydz, D= {(x,y,z) ER3:x>0,y>0,2>0, 24+y2+22 < 1};
D
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(b) ///(x2+y2+12)d)fdydz, D= {(x,y,z) ER?: 2az < x* +y*, X +y* + 72 <3a*}.
D

Solucion: (a) =1 (b) 2%~ 21’ <9\f +97>

48 5 12
20. Sea B la esfera unidad. Evaluar / / / dxdy dz .
JSIB 2424 y2 422

Solucion: 4n (? —Inl+ \/§> .

dxdyd
21. Calcular / / / xayaz 5 siendo S el sélido comprendido entre las esferas x> + y? + z> = a?,
24 y2+22)3

2+y +72 :b2,00n0<b<a.
. a
Solucion: 47tlnz.
22. Calcular la integral triple / / (4x2 + 9y + 3612) dx dy dz, siendo V el interior del elipsoide 4x? +
v
9y? 4+ 362% = 36.

Solucion:

6. Aplicaciones: calculo de volimenes

23. Calcular el volumen del sélido limitado por la esfera x> +y? +z> = a? y el cilindro x> + y*> —ay = 0.

8\ &’
Solucion: 27— = | —.
olucion (77: 3) 3

24. Hallar el volumen del recinto D = {(x,y7 ) eER}:0<z< % + % 1 }

Solucion: 3.

25. Calcular el volumen del sélido de revolucién z> > x? +y? encerrado por la superficie x> +y* + 7> = 1.

4r 1
Solucion: — | 1——|.
3 < ﬂ)

26. Determinar el volumen de la regién acotada por las superficies z = x> +y?, z = 10 — x> — 2y”.

2
Solucion: 257r\/;.

27. Hallar el volumen del sélido determinado por las condiciones:

X4y +2 R <0, X*+y —4a(z+a)>0 (R>a>0).

3 2R3
Solucion: 2w <a3 —aR*+ 3).
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