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1. Integral de linea de campos escalares

1. Calcular las siguientes integrales curvilineas:

(a) / (x+y) ds, donde C es el contorno del tridngulo de vértices 0(0,0), A(1,0), B(0,1);
c

(b) /(x2 +y?) ds, donde C es la curva x = a(cost +tsent), y = a(sent —tcost) (0 <t < 27);
c

© /(x2 +y? +2%) ds, donde C es la hélice circular x = acost, y = asent, z = bt (0 <t < 27).
c

4
Solucion: (a) 1+v/2; (b) 237 (1+27%); (¢) 2w\ a? + b2 <a2 + 37r2b2) .
2. Hallar las longitudes de los arcos de las curvas alabeadas siguientes:

(@) x=3t,y = 3%z =213, desde 0(0,0,0) hasta A(3,3,2);
() ¥ +y? =cz, )XC = tgé, desde 0(0,0,0) hasta A(xo,v0,20);
C

() x=e'cost,y=e""sent,z=e"" (0 <t < +oo).

Solucién: (a)5; (b)\/czo (23200 + 1)2 (©) V3.

2. Integral de linea de campos vectoriales

3. Calcular / o, siendo:
Y

1 1
() = —dx+ P dy; v el segmento descrito por el camino ¥(¢) = (2¢,5¢) (1 <t < 4), orientado
Xy Xy
negativamente.
(b) @ = ¢*(cosy dx + seny dy); v el contorno del cuadrado de vértices (0,0), (1,0), (1,1), (0,1),

orientado positivamente.
(¢) ®=xydx+(x>—y?)dy; ylaelipse de ecuacién x* +-2y*> = 4, dotada de una orientacién cualquiera.

2 2
d o= y2 dx + x? dy; 7 la elipse de ecuacién <{> + (%) -2 (f) =0, dotada de la orientacién
a a

canonica.

Solucion: (a) — 23—0 - 17—0 In2; (b)2(e—1)(1—cosl); (c)0; (d)2ma®b.

4. Sea el campo vectorial F : R? — R?, definido por F (x,y) = (xy,x*> —y?), y sea ¥ la circunferencia unidad

orientada positivamente, con punto inicial (1,0). Hallar ]{ F - ds.
Y

Solucion: 0.
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5. Calcular / ydx—xdy alo largo de la curva cerrada ¥ = ¥ + 75, siendo ¥; el primer cuadrante de la
Y

2 "2
elipse IR A y 1> el segmento que une los puntos (0,3) y (4,0).

16 9

Solucion: 12 —6m.

6. Hallar todas las circunferencias del plano R? tales que, con cualquier orientacién, la integral curvilinea

de la forma diferencial ® = y? dx 4 x* dy sea nula.

Solucion: (x—a)>+(y—a)>=r>(a€R, r>0).

xdx+ydy+zdz alo largo del arco de hélice de ecuaciones paramétricas x = 4cos A,

7. Calcular /
Y

y=4senA,z=3A,para0 <A <2r.

Solucion: 18m2.

8. Evaluar / y dx+ (3y* —x) dy+z dz, siendo o las curvas descritas por cada uno de los caminos G (t)
o

(1,7,0) (0<t<I1,neN).

n—1
Solucion: - — .
olucion R

9. Calcular 7{ (y? +2%) dx+ (22 +x%) dy + (x* +?) dz, siendo 7 el camino cuya imagen ¥ viene dada por
sy

¥ +y*—2pz =0
x+y—z+p =0,

con una orientacién cualquiera.

Solucion: 0.

3. Campos conservativos: funcién potencial

10. Averiguar si la forma diferencial (e*y? +3x%y) dx+ (2ye* +x) dy admite funcién potencial, y calcularla

en caso afirmativo.
Solucion: ®(x,y) = e*y* +x’y+C.

11. Averiguar si la forma diferencial 2xyz dx + (x*z + 2ye?) dy + (x*y +y?€%) dz admite funcién potencial, y

calcularla en caso afirmativo.

Solucion: ®(x,y,z) = x>yz+y*e*+C.
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12. Sean las funciones P(x,y) = )ﬁyr O(x,y) = )#xyz’ y las curvas 7, : x =cosAd, y=send (0 <A <
T),n:x=—cosp, y=senl (m < u <2x). Se pide:
5 . JdQ JP
(a) Comprobar que en todo R, excepto en el origen de coordenadas, se cumple oy
X y

(b) Decidir razonadamente si se verifica / Pdx+Qdy= / Pdx+Qdy.
" T2

(c) Calcular ambas integrales por separado.

Solucion: (¢) [ Pdx+Qdy= —m, / Pdx+Qdy=m.
N 12

13. Sea F(x,y,z) = (xy,y,z). {Puede existir una funcién f tal que F = V f?

Solucion: No.

14. Sea F(x,y,z) = (2> +2xy,x?,3xz%). Probar que la integral de F a lo largo del perimetro del cuadrado con

vérticesen (1,1,5), (—=1,1,5), (=1,-1,5), (1,—1,5), es nula.

15. Sea F(x,y,z) = (¢“seny,e*cosy,z?). Evaluar /f- ds, donde o es la curva descrita por el camino
(o)

() = (Vi,r3,eV) (0<1<1).

3
Solucion: esenl+ < —.

3 3

16. Calcular la integral curvilinea / (6xy +y) dx+ (3x* 4x) dy, siendo y la curva descrita por los siguientes
Y

caminos:

(@) ¥(t) = (2,£3) (1 <t < 2), recorrida con la orientacién canénica.
(b) ¥ cualquier camino regular a trozos, uniendo A(1,1) con B(1,8).

(c) 7 un camino cerrado cualquiera regular a trozos.

Solucion: (a)412; (b)28; (c)O0.

17. Calcular la integral curvilinea / yz dx + zx dy + xy dz, siendo 7 la curva descrita por los siguientes
Y

caminos:

(@) 7(t) = (¢,£2,¢3) (0 <t < 1), recorrido con la orientacién canénica.
T
(b) ¥(t) = (cost,sent,tgr) (O <tr< Z) con la orientacién candnica.
(c) 7y cualquier camino regular a trozos, uniendo A(1,—1,2) con B(—2,—1,1).

)

(d) 7 un camino cerrado cualquiera regular a trozos.

Smmmmgn(m; ©) 4; (d)0.
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

Sea D un dominio simplemente conexo de R?, y sea f(x,y) una funcién de clase C? en D. Probar que

92 92
la condicién de que f sea arménica en D (es decir, satisfaga a—]; + a—]; = 0) es suficiente para que
X y
af af : : . .
P dy— 3 dx = 0 cualquiera que sea la curva simple, cerrada y rectificable y contenida en D.
Jy 0Xx y

4. Teorema de Green

Sean ¥, v* dos curvas simples cerradas del plano OXY, disjuntas entre si, positivamente orientadas, y

tales que 7* esté contenida en el recinto encerrado por y. Sean P(x,y), Q(x,y) dos funciones de clase C!

44 &—P Probar

en un abierto A que contenga a ambas curvas y a la regién entre ellas, satisfaciendo %9
X y

que se verifica

/de+Qdy:/ Pdx+Qdy.
Jy v

Calcular

y X
dx— d
f{/xz_ﬂ,z X P Vs
siendo ¥ la elipse de ecuacion paramétrica x =4cosA, y=3send (0 <A <2m).

Solucion: —2x.

Usar el teorema de Green para evaluar /

- (y? +x°) dx+x* dy, donde C* es el perimetro de [0, 1] x [0, 1]

en direccion antihoraria.

Solucion: 0.

22
. .x
Usar el teorema de Green para calcular el drea encerrada por la elipse — + Y1
a

b2
Solucion: wab.
Usando el teorema de Green, hallar el drea del recinto interior a la cardioide p = 1 +cos 6 (0 < 6 <2m).

R¥/4
Solucion: —.
oLucion )

5. Aplicaciones: trabajo realizado por un campo de fuerza

1

Calcular el trabajo del campo de vectores de R? W (x,y) = (H—’ “Trx
y X

) a lo largo del camino

¥(t) = (¢,1*) (0 <t < 1), dotado de la orientacién canénica.

Solucién: g —242In2.
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25. Calcular el trabajo del campo de vectores de R® W (x,y,z) = (2y,x,z) a lo largo del camino J(t) =

(t'/2,671/2 1) (1 <t < 2), dotado de la orientacién candnica.

Solucién: % +Inv2.
26. Se considera el campo de fuerzas F(x,y) = yi +xj. Hallar el trabajo de F a lo largo de las curvas:
(a) 71 :y = x, entre los puntos (0,0) y (1,1).
(b) 1 :y=x?, entre los puntos (0,0) y (1,1).
(¢) 73:y=2x>, entre los puntos (0,0)y (I,1).
(d) 74 :y=x>(x—1)log(x+2) +x, entre los puntos (0,0) y (1,1).
Solucion: 1, en todos los casos.

27. Hallar el trabajo realizado por una particula sometida al campo de fuerzas F(x,y) = (¢* —y?)i+ (cosy +

x3)7, que recorre la circunferencia unidad en sentido antihorario.

3n
Solucion: —.
oLucion 2

\

Figura 1. Curva del Ejercicio 29.

28. Se consideran el campo vectorial F = i— %j—f— 37k y la curva y de ecuacién x = A, y =
Ty

Yy s
24y
A3+ A2 —1, z= A +3. Calcular el trabajo necesario para llevar una masa unidad a lo largo de y desde
el punto (—1,—1,2) al punto (1,1,4).

Solucion: 56— .
29. Sea F(x,y) = (P(x,y),Q(x,y)) un campo vectorial de clase C' en M = R?*\{(1,0)}, tal que P dx+Q dy

admite funcién potencial en todo dominio simplemente conexo contenido en M. Sabiendo que el trabajo

necesario para llevar una masa unidad a lo largo de la curva de ecuacién x = 13cosA, y = —13sen i

CALCULO INTEGRAL VECTORIAL OCW-ULL 2011/12



6/6 I. MARRERO

(0 <A <) es de 5 julios, mientras que el trabajo necesario para llevar una masa unidad a lo largo de la
curva de la Figura 1 es de 18 julios, calcular el trabajo necesario para llevar una masa unidad a lo largo

de la curva de ecuacién x = 13cosA, y =9send (0 < A < ).

Solucion: 14 julios.
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