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1. Problema 1

Calcular

///dedydz,
T

siendo T el dominio del primer octante delimitado por las superficies y> +z =1, x> +z = 1.

1
Solucion: —.

6

RESOLUCION. La interseccién de ambas superficies en el primer octante se produce sobre el plano y = x.
La proyeccién de T en el plano OXY es el cuadrado unidad. Nétese que 7' (Figura 1c) queda descrito por las
condiciones: 0 <x < 1,0<y<x, 0<z<1—x*(Figurala)y0<x<1,x<y<1,0<z<1—y (Figura

1b).

77
T
55

i

N

s
<
<5

o

<

!
i

e
5222
£35S 2 TE%
SEsess
s PP
o

=z

T o
34-
ey
o
&5

T2

o
23252
<3

Figura la. Figura 1b. Figura lc.

Ahora bien:

Consecuentemente,

1 x 1-x? 1 1 1-? 2 1
///zdxdydzz/ dx/ dy/ zdz—i—/ dx/ dy/ P PP
T 0 0 0 0 x 0 12 6
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2. Problema 2

Efectuando el cambio de variables

_ _ _Y
u= m, V=Xxy, Ww= ¥
calcular la integral triple de la funcién f(x,y,z) = xyz sobre la regién Q del primer octante limitada por los

paraboloides z = x* +y?, z = 2x? + 2y, los cilindros xy = 1, xy = 4, y los planos y = x, y = 5x.

765 (156
A Kp— _ 1 .
Solucion 3 ( 75 + n5>

RESOLUCION. El cambio de variables transforma el recinto de integracién original (Figura 2) en el recinto

determinado por las condiciones 1 <u <2, 1 <v<4, 1 <w<5.

Figura 2.

Las ecuaciones de la transformacion inversa y el correspondiente jacobiano en valor absoluto son, respec-

1 1
x:,/X, y=1vw, zuv(er); |J(u,v,w)|v(1+2>.
w w 2 w

tivamente:

Ahora,

1 /2 4 3 2 1 765 (156
///xyzdxdydz:f/ udu/ v3dv/ w+—+4+—]dw=—|(—=—+In5|.
Q 2 Ji 1 1 woow 8 \ 25
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3. Problema3

Calcular

///Vz(x2+y2) dxdydz,

2

siendo V el volumen exterior a la hoja superior del cono z> = x> + y* e interior al cilindro x*> +y*> = 1, con

z>0.

T
Solucion: —.
olucion:

RESOLUCION. El recinto de integracion se muestra en la Figura 3.

Figura 3.

Efectuamos un cambio a coordenadas cilindricas, utilizando un argumento «tapa-fondo» y teniendo en

cuenta que la ecuacién del semicono superior en las nuevas coordenadas es z = r:
x=rcosh, y=rsen0, z=z; [J(r,0,2)| =r (0<6<2m,0<r<1,0<z<r).

Obtenemos asi:

2 1 r 1 A1 n
///z(x2+y2)dxdydz:/ d9/ r-rzdr/ zdz:n:/ rsdr:ﬂ?[] =—.
14 0 0 0 0 6], 6
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4. Problema4

Hallar

/// V| dx dy dz,
D
siD:{(x,y,z)€R3:x2+y2§2x70§z§ \/xz—l—yz}.

4r
Solucion: —.
oLlucion 7

RESOLUCION. El sélido D es la regién interior al cilindro circular x> +y* = 2x que queda por debajo del
semicono z = y/x2+y? y por encima del plano z = 0. Como el integrando es par en y y D es simétrico
respecto a y = 0, podemos calcular la integral duplicando la correspondiente a la porcién D* de D situada en

el primer octante (Figura 4).

Figura 4.

Para hallar ésta efectuamos un cambio a cilindricas. En D*, 0 < 6 < 7/2. Fijado 6, el mdximo valor de
r se alcanza sobre el cilindro x> 4+ y? = 2x, ecuacién que expresada en cilindricas conduce a la condicién
0 <r < 2cos 6. Por ultimo, fijados 0 y r, es claro que la variacién de z estd limitada inferiormente por el plano

z =0y superiormente por el semicono z = r. As{ pues, se tiene:

/2 2cos 0 r
///\/dedydz 2/// yl/zdxddeZZ/ senl/zede/ r3/2dr/ dz
D D* 0 o 0

/2 2cos 6 211/2 rm/2
= 2/ sen'/20 d@/ P2 dr = 7 / sen'/20 cos”/% 9 d6
0 0 0

() (o)

3/2 3/2
e Y EA TN P .. )
7 4 4 7 sen(m/4) 7

OCW-ULL 2011/12 CALCULO INTEGRAL VECTORIAL



INTEGRACION MULTIPLE: INTEGRALES TRIPLES 5/18

5. Problema5

Calcular

// y* dx dy dz,
T

siendo T el tronco de cono de vértice en el origen y base en el plano z = 4, delimitada por la circunferencia

X2 4+y? =2y =0.

Solucion: 7.

RESOLUCION. Para obtener la ecuacién del cono (Figura 5) nos auxiliaremos de coordenadas cilindricas.

efey

Figura 5.

Sea (x9,y0,z0) un punto de la base del cono; se tiene que x% +yé —2y0 =0, z0 =4. Si xg = rcos @,
yo = rsen 6 entonces r =2sen 6 (0 < 6 < 1), asi que xo = 2sen 6 cos 6, yp = 2sen? 0 (0<06<m).
La ecuacién de la recta que une el punto (xp,yo,z0) con el origen de coordenadas es de la forma x = Axp,

y = Ayg, z = Az, donde A es un pardmetro. Sustituyendo aqui las condiciones anteriores encontramos que
x=2AsenfcosO, y=2Asen’0, z=41 (0<6<m).
Tomando z como pardmetro: A = z/4, obtenemos finalmente la ecuacién paramétrica del cono:
ngsenecose, yzgsenzG7 7=z (0<0<m0<z<4).

De aqui se obtienen facilmente las correspondientes ecuaciones en cartesianas: 2(x> +y?) = yz, y en cilindricas:

2r =zsen®.

CALCULO INTEGRAL VECTORIAL OCW-ULL 2011/12
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Quedamos ya en disposicion de obtener la integral pedida:

// y* dx dy dz
T

b4 4 zsen 6 /2 16 (%
/senzede/ dz/ Par=-2 [ sen®0do
0 0 0 5

2-16 [®/2
5 Jo
161(7/2)T(1/2) 16

5
.

I(4)

sen® 0 dO =

T 5 3.24

0

16 (7 1
—Bl - =
5 (2’2)
5-3-m
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6. Problema 6

Hallar el volumen del sélido determinado por las condiciones:
P+ 4+ R <0, X4y —4a(z4a) >0 (R>a>0).

3 3
2R
Solucion: 2w (2 —aR> + 3) .

RESOLUCION. Se trata de calcular el volumen interior a la esfera x> +y> 4 z> = R? y exterior al paraboloide
circular x*> +y? = 4a(z+a), con R > a > 0 (Figura 6¢).

Las ecuaciones de estas superficies en coordenadas cilindricas son, respectivamente, r> +z> = R y r* =
4a(z + a). Tgualando ambas resulta una ecuacién de segundo grado en z: z> + 4az + 4a*> — R* = 0, cuyas
soluciones son: z = —R —2a < 0 (que descartamos por razones geométricas), y z = R —2a > —a.

Ahora, para 0 < 6 < 27 tenemos:
s si —R <z < —a, entonces 0 < r < vVR? — 72 (Figura 6a);

s si —a <z < R-—2a,entonces 2\/a(z+a) < r < vR? — 72 (Figura 6b).

Figura 6a. Figura 6b.

Figura 6c.

Para esta representacion se ha tomado R =2, a = 1.

Calculamos cada integral por separado:

2 —a VR2—72 —a 3 2R3
/ dG/ dz/ rdr:n/ (Rz—zz)dZ—n:(a—aR2+>,
0 —R 0 R

CALCULO INTEGRAL VECTORIAL OCW-ULL 2011/12
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27T R—2a \/R2—72 R—2a 3 2R3
/ de dz/ rdr:n/ [(Rz—z2—4a(z+a)] dz:n(a—aR2+>.
Jo .

J—a a(z+a) —a

Se concluye que el volumen pedido es

27 —a VR2-2 27 R—2a VR2-72 a3 2R3
v:/ d@/ dz/ rdr+/ a6 d rdr:277:(—aR2+>.
0 —R 0 0 —a 2+/a(z+a)
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7. Problema 7

Hallar

/// xyzdx dy dz,
D

siendo D el primer octante de la bola unidad cerrada en R3.

1
Solucion: —.
olucion: o

RESOLUCION. El recinto de integracion se representa en la Figura 7.

Figura 7.

Efectuamos un cambio a coordenadas esféricas: x =p cosOsen@,y=psenOsen@,z=pcos @, [J(p,0,0)| =
prsen@ (0<0<7/2,0<p<m/2,0<p <.

Entonces:

/2 /2 1
// xyzdxdydz = / sen 6 cos 0 dG/ sen3(pcos(pdgo/ p>dp
D 0 0 0

1 /2 21
= & [sen2 9]g [sen4 (p]g T
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8. Problema 8

Calcular la integral triple
/ / / (42 +9y2 +367%) dx dy dz,
14
siendo V el interior del elipsoide 4x> +9y? + 367> = 36.

64w
Solucion:

RESOLUCION. Dividiendo ambos miembros de la ecuacién del elipsoide por 36 encontramos que éste tiene

semiejes 3, 2 y 1 (Figura 8).

Figura 8.

Efectuamos el siguiente cambio a coordenadas esféricas generalizadas: x =3p cos O sen ¢, y =2p sen 0 sen ¢,

z=pcose, [J(p,0,0)] =6p?sen (0 <0 <27m,0< @ <m 0<p <1). Entonces:

///(4x 192 1367 dedydz = 6-36/ de/ sen(pd(p/ ptdp ="
% 0 0 0

OCW-ULL 2011/12 CALCULO INTEGRAL VECTORIAL
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9. Problema9

Determinar el volumen comprendido entre los planos coordenados y los cilindros 4x* +9y? = 36, 4> +

9y? = 36.

Solucion: 12.

RESOLUCION. Se trata de calcular el volumen de un octante del sélido determinado por ambos cilindros. Por

simetria, basta calcular el volumen V correspondiente al primer octante (Figura 9).

Figura 9.

Ahora podemos proceder de dos maneras:

= Usando un argumento «tapa-fondo» y denotando por R el primer cuadrante de la elipse 4x” 4+ 9y = 36

encontramos que

2 3422
vV = %// \/4—y2dxdy:§/ \/4—y2dy/ dx
R 0 0

2

9 2 ) 9 y3 2 9 4
4/0( ) dy 4[ 3}0 2{ 3]

= Los dos cilindros se intersecan en z = x. Nuevamente por simetria, el volumen pedido es el doble del co-
rrespondiente al recinto que tiene al plano z = x por «tapa» y a R por «fondo». Para calcularlo efectuamos
un cambio a cilindricas generalizadas: x = 3rcos6, y = 2rsen@, z =z, |J(r,0,2)| = 6r (0 < 0 < 7/2,

0<r<1,0<z<3rcos0). Entonces:

- /2 1 36
sz//xdxdyzsé/ cosG/rzdr:—zll
R 0 0 3

CALCULO INTEGRAL VECTORIAL OCW-ULL 2011/12
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10. Problema 10

Hallar en coordenadas cilindricas el volumen interior a 7> = 16 que est4 sobre z = 0 y bajo 2z = y.

64
Solucion: 3

RESOLUCION. Aplicamos un argumento «tapa-fondo», donde la «tapa» es el plano 2z =y y el «fondo» el

disco de centro el origen y radio 4 en el plano OXY, con y > 0 (Figura 10).

Figura 10.

Efectuando un cambio de variable a cilindricas:

0
x=rcosO, y=rsenf, z=z; |J(r,0,2)| =r (OSQSE,O§r§4,0§Z§rsen )7

el volumen V buscado resulta ser:

T 4 (rsen6)/2
V:/ dG/ rdr/ dz:6—4.
0 0 0 3

OCW-ULL 2011/12 CALCULO INTEGRAL VECTORIAL
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11. Problema 11

Calcular el volumen del s6lido M = {(x,y, ) ER:0< <P+, x <2+ < Zx} .

45
lucion: —m.
Solucion 327r

RESOLUCION. Se trata de calcular el volumen V exterior al cilindro circular cuya traza en el plano OXY
es la circunferencia de centro (1/2,0) y radio 1/2, que es interior al cilindro circular cuya seccién por el
plano OXY es la circunferencia de centro (1,0) y radio 1, y que estd limitado inferiormente por dicho plano y
superiormente por el paraboloide circular z = x% + y2.

El volumen V es igual a la integral triple, extendida a M, de la funcién idénticamente 1. Ahora bien, la
simetria de M respecto al plano y = 0 junto con la paridad en y del integrando permite obtener V considerando

solamente la porcion de M que estd en el primer octante y multiplicando el resultado por 2 (Figura 11).

Figura 11.

Por otra parte, es evidente que para el calculo de este semivolumen podemos utilizar un argumento «tapa-
fondo» y efectuar un cambio de variables a coordenadas cilindricas a fin de resolver la integral doble resultante.
Mais precisamente, denotemos por V el volumen de M y por D la parte de la proyeccién de M sobre el

plano OXY situada en el primer octante. Se tiene:

B 5 ’ B /2 2cos 6 ;
V = 2] x4y )dxdy=2 de rdr
D 0 cos 6
15 72, 15 (15\ 15T(1/2)T(5/2) 1531 45
= 2k Cosed9_4B<2’2)_4F(3)_48_32”’

CALCULO INTEGRAL VECTORIAL OCW-ULL 2011/12
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12. Problema 12

Calcular el volumen de la regién limitada por las superficies z = x> +y*> y z = 5 —y.

2571/2
YR

Solucion:

RESOLUCION. La proyeccién en el plano OXY de la interseccién del paraboloide circular z = x> 4 y* con el
cilindro parabélico z = 5 — y? es la elipse x> 4 2y* = 5, de semiejes v/5 y \/% Para calcular el volumen
del sélido determinado por ambas superficies (Figura 12) es suficiente integrar sobre el interior de esta elipse
la diferencia entre la «tapa» (cilindro) y el «fondo» (paraboloide) del sélido, dada por la funcién f(x,y) =

5—x2—2y2.

Figura 12.

A tal fin, efectuamos un cambio a cilindricas generalizadas: x = v/Srcos@, y = \/5/2rsen8, z = z,
|J(r,0,2)| = 5r/+/2, con 0 < 6 < 2m, 0 < r < 1. De este modo, z(r,0) = f(x(r,0),y(r,0)) = 5(1 —1?), y

si V denota el volumen pedido encontramos que

V2 2m 1 ) 11 5
_ = 1— :1 _— = = —7T.
5V 5/0 dO/O r(l—r7)dr 071?(2 4) 57

De aqui resulta, finalmente:

257y/2
V= 7:‘[.

OCW-ULL 2011/12 CALCULO INTEGRAL VECTORIAL
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13. Problema 13

Calcular el volumen del sélido S interior al cilindro x> +y? = 2ax, que estd comprendido entre el plano

z =0y la parte superior del cono x4 y2 =72

a3

Solucion:

RESOLUCION. La proyeccién del cilindro sobre el plano OXY es la circunferencia (x — a)? 4 y> = a?, de

centro (a,0) y radio a.

Figura 13. Para esta representacion se ha tomado a = 1.
Efectuamos un cambio a coordenadas cilindricas y usamos la simetria del recinto respecto al plano y =0

junto con la paridad del integrando para obtener el volumen pedido (Figura 13), que viene dado por la integral

/2 2acos 0 r 1643 3977/2 243
V:///dxdydz:2/ de/ rdr/dzzﬂ seng_ SO\ 3247
s 0 0 0 3 3 1o 9

CALCULO INTEGRAL VECTORIAL OCW-ULL 2011/12
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14. Problema 14

Hallar el valor de a > 0 para que el volumen encerrado por z = a(x> +y?) y 22 = a?>(x> +y?), con z > 0,

seaigual a 7.

Solucion: 6.

RESOLUCION. En coordenadas cilindricas, las ecuaciones del paraboloide z = a(x* +y?) y del cono z> =

a*(x> 4-y*) con z > 0 son, respectivamente, z = ar’ y z = ar. La interseccién de ambas superficies se produce
en r =0, z= 0 (el origen de coordenadas) y en r = 1, z = a (circunferencia de centro 0 y radio 1, situada en
un plano de altura a).

Para el cédlculo del volumen pedido V (Figura 14) emplearemos un argumento «tapa-fondo», integrando
sobre la proyeccion de esta circunferencia en el plano OXY la «tapa» del s6lido, que estd sobre el cono: z = ar,

menos su «fondo», situado sobre el paraboloide: z = ar?.

Figura 14.

2 1 ar 1 1 1 T
V:/O de/() Vdi”/ardeZZTCa/o V(r—rz)d}’:ZTCa<3—4>:6a.

Consecuentemente, para que V = 7 debemos tener a = 6.

Esto es:

OCW-ULL 2011/12 CALCULO INTEGRAL VECTORIAL
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15. Problema 15

Determinar el volumen del sélido encerrado por el cono x> +y? = 4z y la esfera x> +y> +z> = 5, con

z>0.

Solucion: an (\fS— l).

RESOLUCION. El recinto de integracion, M, se muestra en la Figura 15. Resolveremos el ejercicio mediante
sendos cambios de coordenadas: primero a cilindricas y luego a esféricas, obteniendo, naturalmente, el mismo

resultado.

Figura 15.

= Efectuamos un cambio a coordenadas cilindricas, utilizando un argumento «tapa-fondo». La ecuacién
del semicono superior en las nuevas coordenadas es z = r/2, mientras que la de la esferaes z = v/5 — r2.
Por otra parte, la interseccion de ambas superficies se produce en r = 2. En consecuencia, las ecuaciones

y el jacobiano del cambio y la variacion de las nuevas variables son:

x=rcos@, y=rsenb, z=z; |J(r,0,2)|=r (0§9§27r,0§r§2 <z< 5—r2).

r
) 2 —

El volumen que se busca vendra dado entonces por
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2z {(542)3/2}27” [f]z 107 (v5-1).

3 0 3 3

= En coordenadas esféricas (p,0,¢), la ecuacién del semicono superior es tg¢ = 2 y la de la esfera,

p = /5. Por tanto, el cambio a aplicar es

x=pcosOsenp, y=psenBsenp, z=pPcoseQ;

CALCULO INTEGRAL VECTORIAL OCW-ULL 2011/12
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J(p,6,0)|=p’seng  (0<6 <27, 0< ¢ <arctg2, 0<p <V5),

y la integral que da el volumen pedido es

27 arctg2 NG 10
V:/// dxdydz:/ d@/ sen g d(p/ p*dp = ?n\fS[l — cos(arctg2)].
M 0 0 0

Teniendo en cuenta que

cosQ ==+

1
VIi+tg2o

y que 0 < @ < 7/2 implica cos ¢ > 0, se concluye que

V:13—07t 5(1—\%):?%(\5—1).

OCW-ULL 2011/12 CALCULO INTEGRAL VECTORIAL
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