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Instrucciones

A continuacién se muestra una relacién de problemas resueltos sobre integrales impropias y paramétricas.

Selecciona un enunciado en el menu de la derecha e intenta resolver el problema por tus propios medios.
Pulsa en Resolucidn. para ver una forma de resolver el problema.

Pulsa en » para continuar viendo la resolucién del problema.

Pulsa en M para regresar al enunciado del mismo problema, o usa el mend para seleccionar otro diferente.

Pulsa dos veces sobre el boton del mend para regresar a la dltima pagina vista.

Pulsa sobre la imagen que acompafia a la resolucién de un problema para ampliarla o reducirla.
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Problema 1

Estudiar la convergencia y, en su caso, calcular la integral

// dx dy
p xy '

siendo D el recinto delimitado por y = x? e y = x.

Solucion: oo,

Resolucion.

Problema 1




Problema 1 Open
Course
Estudiar la convergencia y, en su caso, calcular la integral Ware
ULL

dx dy
b o

Problema 2

siendo D el recinto delimitado por y =x? e y = x.
Problema 3

o Problema 4
Solucion: oo.

Problema 5

Problema 6
Resolucidén. Se trata de una integral impropia porque el integrando f(x,y) = 1/xy deja de estar acotado cerca del Problema 7
origen de coordenadas. Problema 8
i ) Problema 9
i Problema 10
/ Problema 11
/ Problema 12
04 o Problema 13
/ Problema 14

02 J - /
o ; Problema 15

Problema 16
Figura 1. Recinto D. Problema 17
Como f tiene signo constante en D, la integral impropia existe (aunque puede ser convergente o divergente), y se Problema 18

calcula como el limite de las integrales de f tomadas sobre cualquier sucesién basica {D,};_, para la integracién de f

en D. Inicio
> Volver



Elegimos

Dn:{(X,y)ERZC%SXSl,xZSny} (neN).

1
// dxdy _/ dx * dy _/ llnx dx — lln21 (neN), Problema 1
D, I/n X Jx2y I/nX 2 n

Jf S =t [ S i S =
D s D, w2 on

Entonces

de manera que




Problema 2

Se considera la integral impropia de la funcién

1
x=y

flxy) =

Problema 2

sobre el conjunto D = {(x,y) € R?: 0 < x <1, 0 <y < x}. Justificar que dicha integral existe y calcularla.

4
Solucion: —.
olucion: >

Resolucion.




Problema 2

Se considera la integral impropia de la funcién

1

flxy) = =

sobre el conjunto D = {(x,y) € R?:0 <x <1, 0 <y <x}. Justificar que dicha integral existe y calcularla.

4
Solucion: —.
olucion 3

Resolucidn. La integral es impropia porque el integrando deja de estar acotado en un entorno de x =y, y existe
porque dicho integrando tiene signo constante, de modo que podemos calcularla utilizando cualquier sucesién basica

{D,}7>_, parala integracién de f en D.

0.8+

06
gey

04

Figura 2. Recinto D.
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Consideramos Open
Sx—yﬁl,yZO} (neN). Cvc\),l;:sée

UlLL
Entonces

1 Problema 1
/ dxdy =
D,

X—Yy Problema 2

Problema 3

B /(nfl)/nd /1 dx _2/(1171)/11 - _L J __i L_l _2(1’!—1)
) yy+1/n\/X—y_ 0 Y vn Y= 3\Vnd n\/ﬁ7 Problema 4

Problema 5

( 1 _1)_2(11—1)]:4 Problema 6

1 . 1 . 4
/D x_dedy:,}Eg//ndedy:,}gg |:_§ 3 Problema 7
Problema 8
Problema 9

Problema 10

Problema 11

Problema 12

Problema 13

Problema 14

Problema 15

Problema 16

Problema 17

Problema 18



Problema 3

Estudiar la convergencia y, en su caso, calcular la integral
/ / dx dy
D \/x2 —|—y2’

siendo D el circulo x* +y? — 2x < 0.

Problema 3

Solucion: 4.

Resolucion.
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dx dy
D \/x2+y? ’ Problema 1
Problema 2

. . 2 2 _
siendo D el circulo x= 4+ y= —2x < 0.

Problema 4

Solucion: 4.
Problema 5

Problema 6
Resolucién. El recinto de integracién D es el circulo de centro (1,0) y radio 1. La integral es impropia porque el Problema 7
integrando no esta acotado cerca del origen. Problema 8
Problema 9
Problema 10
Problema 11
gey 05 Problema 12

Problema 13

’ 0 i 15 Problema 14
Problema 15
054

Problema 16

Problema 17

Problema 18

Figura 3. Recinto D.
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Como este integrando tiene signo constante, la integral existe y para calcularla podemos tomar cualquier sucesion

bésica {D,};_,. Consideramos

D,,:{(x,y)eD:n gxgz} (neN).

Aprovechando la simetria del recinto y la paridad del integrando y efectuando un cambio de variable a polares
dxd /2 2cos 6 1
// S / d(-)/ dr:2(2——) (neN).
- \/Ty (1/n)cos 6 n

// dx dy // dx dy ~ lim?2 2_1 4
D /x2+y2 n—)oo /x2+y2_n—>°° n -

encontramos que

Por tanto,
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Problema 4

Estudiar la convergencia de la integral
/ / dxdy
px+y’

siendo D el recinto definido por las condiciones x > 1y 0 <y < 1/x, y calcularla, en su caso.

Solucion: g —1In2.

Problema 4

Resolucion.




Problema 4

Estudiar la convergencia de la integral
/ / dxdy
Dx+y’

siendo D el recinto definido por las condiciones x > 1y 0 <y < 1/x, y calcularla, en su caso.

Solucion: 7—21: —1In2.

Resolucidn. La integral es impropia porque el recinto de integracion es no acotado.

Figura 4. Recinto D.

Como el integrando tiene signo constante en D, la integral existe y para calcularla podemos tomar cualquier sucesion

basica {D,};_,. Consideramos

1
DnZ{(x,y)e]Rz:1§x§n,0§y§—} (neN).
x
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Ahora bien, Open

C‘ﬁurse
dx dy /” /l/x dy /" 1 are
= dx — = In(x+ dx
//Dn x+y | o x+y Sl L
n 1 n n Problema 1
= / [ln (x—i——) —lnx] dx:/ ln(x2+1)dx—2/ Inx dx
1 X 1 1 Problema 2
5 n Problema 3
= [xIn(x*+1)+2arctgx — 2xInx]|
1 T Problema 5
= nln(l+—2>+2arctgn———ln2 (neN).
n 2 Problema 6
Por tan to, Problema 7
dxd dxd 1 T T Problema 8
// al yzlim// Y im [nln(1+—2>+2arctgn———ln2 =——1In2. oviema
D xX+Yy e w X Ty e n 2 2 Problema 9
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Problema 5

Estudiar la convergencia y, en su caso, calcular el valor de la integral

/ / xe ¥ dxdy,
D

siendo D = {(x,y) €R?:x>1,y>1}.

Solucion: e~ L.

Problema 5

Resolucion.




Problema 5

Estudiar la convergencia y, en su caso, calcular el valor de la integral

/ / xe YV dxdy,
D

siendo D = {(x,y) € RZ:x>1,y> 1}.

Solucion: e~ L.

Resolucidn. Se trata de una integral impropia, ya que el recinto de integracién D es no acotado.

Figura 5. Recinto D.
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Como el integrando es no negativo, la integral existe, aunque puede ser convergente o divergente, y se calcula como
el limite de las integrales de f(x,y) = xe™™ sobre cualquier sucesi6n basica {D,} ;_, para la integracién de f en D.
Consideramos entonces la siguiente sucesion basica, que crece hasta llenar D:

D,={(x,y) eR*:1<x<n, 1<y<n} (neN).

Paracadan € N,

// xe Pdxdy = / dx/ xe ¥ dy= / 7xyyndx
Dy,

A | 1
= / (e_x - e_"x) dx = {—e_"x — e_x] B B +e .
n n

// xe ¥ dxdy = lim // xe ¥dxdy=e'.
D n—e ) Jp,

Concluimos:
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Problema 6 Open
Course
Estudiar la convergencia y, en su caso, calcular la integral Ware

ULL
Py -2
// x2_|_y 5/2 dxdy, Problema 1

Problema 2
siendo D el conjunto de los puntos (x,y) del plano tales que x> +y> > 2y x < 1. Problema 3

T 8 10 Problema 4
E * 9\ﬁ - 3 Problema 5

Resolucion. Problema 7

Problema 8

Solucion:

Problema 9
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Problema 6 Open
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Estudiar la convergencia y, en su caso, calcular la integral Ware
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X+ y —
/ / x2 er 5/2 dx dy, Problema 1
Problema 2
siendo D el conjunto de los puntos (x,y) del plano tales que x> +y> > 2y x < 1. T
T 8 10 Problema 4
Solucion: —= + —= — —.

ﬁ 9\& 9 Problema 5
Resolucion. La integral es impropia porque D es no acotado. Como el integrando tiene signo constante dicha integral Problema 7
existe y puede calcularse tomando cualquier sucesién bdsica {D,}7 ;. Problema 8
Problema 9

- Problema 10

I Problema 11

Problema 12

0 1 \/5 Problema 13
Problema 14
__/
Problema 15
Problema 16
Figura 6. Recinto D. Problema 17

Problema 18
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Consideramos D,, = {(x,y) € R?: 2 <x?4+y> <n* x <1} (n € N) y calculamos la integral sobre cada uno de estos

conjuntos aplicando

Ih,

Se concluye que

un argumento de simetria y paridad y un cambio a polares, con lo que resulta:

X +y?—
(x2+2) (2 £12)5/2

arccos(1/n) 1/cos® /1 2 b4 n 1 2
2/ as | (2—4> dr+2 as | (2— > dr
V2 r r arccos(1/n) V2 \r r

arccos(1/n) 1 2 T 1 1 )
2/ —cosG+cos36> do +2 ( +> do
( 2 3 arccos(1/n) 3[ n 3nd

arccos(l/n) 4 2 g\3)2
» -3 (1—cos”0)

dxa’y:

N

arccos(1/n)

1—cos?6)!/?

/4

x4y — . x+y— m 8_10
[t drr=tim [[, 25 dnas = g5 g
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Problema 7

Estudiar la convergencia y, en su caso, calcular la integral

// dx dy
Dx—y’

siendo D el recinto determinado por las condiciones 0 <x < 1y xy > 1.

Solucion: —oo.

Resolucion. Problema 7




Problema 7

Estudiar la convergencia y, en su caso, calcular la integral

// dx dy
Dx—y’

siendo D el recinto determinado por las condiciones 0 <x < 1y xy > 1.

Solucion: —oo.

Resolucidn. Se trata de una integral impropia porque tanto el recinto de integracién como el integrando (cerca de

(1,1)) son no acotados.

D y=z

Figura 7. Recinto D.
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Como el integrando tiene signo constante (negativo, ya que, en D, es y > x), la integral existe y puede calcularse

utilizando cualquier sucesi6n basica {D, };"_, para la integraci6n de

1
fley) = Ty

en D. Eligiendo
1
Dn:{(x,y)ERz:l—l——SySn, l/ygxgl}
n

encontramos que

n 1 n
— dxdy _ o [ dx _ [m(y_l)_ln(y_l)] dy
D, X—Yy (n+1)/n I/yX—Yy (n+1)/n y

= /(n [lny —In(1+y)] dy (neN).

n+1)/n
Como
/lntdz:tlnt—t+C,
sigue que
" y )1 !
b= iy ) s = | (P5) 5]+

n+1 (n+1)/n n
(2n+1> 1 (neN),

= In " Tl In
o 1+n 1+n
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con

Por tanto,

Problema 7




Problema 8

Calcular

ef(x‘ky)
1= // dx dy,
D X+Yy

siendo D el primer cuadrante del plano OXY.

Solucion: 1.

Resolucion.

Problema 8




Problema 8 Open

Course
Calcular o) Ware
ey UL
1= / / dx dy,
JD x+Yy
. . Problema 1
siendo D el primer cuadrante del plano OXY.
Problema 2
Solucion: 1. Problema 3
Problema 4
Problema 5
Resolucion. Se trata de una integral impropia de tercera especie (el integrando no esté acotado cerca del origen y el S
recinto de integracién es no acotado).
Problema 7
Como el integrando tiene signo constante en D la integral existe (convergente o divergente), y se puede calcular
roolema
utilizando cualquier sucesién bésica {D, }'~_, para la integracién de
Problema 9
P Gan)) Problema 10
X =
Flxy) xX+y Problema 11
. Problema 12
en D. Consideramos | |
Dn:{(x,y)eRZ: §x+y§n,§y§n} (n € N) Problema 13
n n X Problema 14
y efectuamos el cambio de variables Problema 15
Problema 16
u=x+ V= Y
- Vs X’ Problema 17
cuyo inverso es Problema 18
u uy
X =
L y

v+1 Inicio
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y cuyo jacobiano es

a(x,y) |
d(u,v) Vu
Entonces:
—(X+y
/ /Dn x+y
Consecuentemente,

Xy

Yy

e~ (x+y)

I

~1
| ux uy _ 1 1
Vi Wy —y/x* 1)x
n v " n—1
— e "du=
= /1/n(1+v)2/1/n n+1

e_(x+y)
dx dy = lim //
n=e)Jp, X+Yy

dxdy = lim

(14v)2"

(neN).

—1
1 (e_l/”—e_") =1.
+1

n—yeo
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Problema 9

Discutir segun los valores de p la convergencia de la integral

/// (¥ +y* +2°) P dxdy dz,
M

siendo M el exterior de la bola unidad cerrada.

4z 3
Solucion: Converge a 753 si, y sélo si, p > 3

Resolucion.
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Problema 9 Open

Course
Discutir segtin los valores de p la convergencia de la integral Ware
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/// (¥ +y> +2°) P dx dy dz,
M Problema 1
siendo M el exterior de la bola unidad cerrada. Problema 2
Problema 3
. 4 . s 3
Solucion: Converge a si, y sélosi, p > —. Problema 4
2p—3 2
Problema 5
.. ) Problema 6
Resolucion. Laintegral es impropia para cualquier valor de p, ya que el recinto de integracion es no acotado; y existe, Probloma 7
roblema
ya que el integrando tiene signo constante. Para calcularla podemos considerar cualquier sucesion bésica conveniente,
Problema 8

por ejemplo

M,,:{(x,y,z)eR3:1§x2+y2—|—z2§n2} (neN). —
Problema 10

Efectuando un cambio a esféricas: Problema 11

2,22 m T " as Problema 12
/// (x"+y +z)_pdxdydz:/ d9/ sen(pd(p/ rPdr (neN).
M, 0 0 1 Problema 13

. . Problema 14
Si2—2p# —1,estoes, si p # 3/2, entonces
Problema 15

— n
3-2p 4r

173—217

Problema 16

/// (> +y*+22) P dxdydz=4n ; (=2 —1) (neN),

_2p

Problema 17

Problema 18
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de manera que Open

Course
/// (P +y*+75) Pdxdydz = lim /// (P +y>+22) P dxdydz Viave
" ) ) Uil
47 S 3 Problema 1
= p>=
= lim _an (n3_2p 1) 2p-3 2 Problema 2
n—e 3 —2p 3
0o, p< 5 Problema 3
Problema 4
Por otra parte, si 2 —2p = —1, esto es, si p = 3/2, entonces EaEia G
2 2 Problema 6
/// (P +y*+75) P dxdydz=4rn Inr|] = 4xlnn (neN),
M, Problema 7
Probl
de manera que roplema 8
/// (> +y*+22) P dxdydz = lim /// (> +y*+22) P dxdydz = lim 4xlnn = oo, Problema 10
M n—soo M, n—soo
Problema 11
Se concluye que la integral en cuestién converge a 47/(2p — 3) si, y s6lo si, p > 3/2. Problema 12
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Problema 10

Calcular

) 1/x )
lim x / senV3te " dt.
x—= Jo

Solucion: oo.

Resolucion.

Problema 10




Problema 10

Calcular
1/x 2
limxz/ senv3te ' dt.
0

X—yo0

Solucion: oo.

Resolucidn. Efectuando el cambio de variables u = 1/x vemos que es equivalente calcular

1 u
lim —/ senv/3t e dr.
0

u—0 u?
Pongamos

F(u):/ou senv3ie T di (uel0,1]).

Por el Corolario 3.4 del bloque tedrico 1.7, Integrales paramétricas propias, se tiene que lim,_,o F (1) = 0. Consecuente-
mente, el limite buscado es una indeterminacién del tipo «0/0», y para resolverla aplicaremos la regla de L’Hopital.
En virtud de la regla de Leibniz para integrales paramétricas propias con limites de integracion variables (Proposicién

4.2 del bloque tedrico antes citado), se verifica:
F'(u) = senv3ue™ (u €]0,1[).

Concluimos que

1 F F 3 3
lim — / sy e dr — lim £ _jim F00) _ V3L senvBu 2
u—0 u? Jo u—0 u? u—0 2u 2 u—0 \/ﬁ v 3u
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Problema 11

Estudiar la continuidad y derivabilidad de las integrales paramétricas siguientes y calcular su derivada donde exista.

1
senAx
dx.

@ F() = [

0 X

A
(b) F(A) = /0 e gy

sen A

A

Solucion: (a) F'(1) =

A
(AeR); () F(A)=—24 / e dxre ™ (L ER).
0

Resolucion.
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Problema 11

Estudiar la continuidad y derivabilidad de las integrales paramétricas siguientes y calcular su derivada donde exista.

I senAx

@ F(l)z/o "

A
(b) F(L) = /0 e 4y,

A
Solucion: @ F'(A) =% A eR)  (b) F'(A)= 22 / e gx e ™ (A eR).
0
Resolucion.
(a) Como
FOx) :x%;“, %(a,x) —cosix  ((A,x) R x[0,1])

son continuas, la regla de Leibniz para integrales paramétricas simples con limites fijos asegura que existe

sen/

A

1
F’(l):/ cosAxdx = (A €R).
0

En particular, F es continua en R.

(b) Las funciones a(A) =0, b(A) = A son continuas y derivables en el abierto A = R. Si

S(a,b) ={(A,x) € R?:Ae€A, ald)<x< b(A)},
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—A2x2

entonces f(A,x) =e y su derivada parcial Open
Course
g(z,x) = 2l M s/

son continuas en un entorno abierto de S(a,b). Por tanto, la regla de Leibniz para integrales paramétricas simples Problema 1
con limites variables permite escribir: Problema 2
A Problema 3
F'(1)= —21/ B gy (A €eR). Problema 4
‘ Problema 5
Siendo derivable, en particular ' también es continua en R. Problema 6
Problema 7
Problema 8
Problema 9

Problema 10

Problema 11

Problema 12

Problema 13
Problema 14
Problema 15
Problema 16
Problema 17

Problema 18



Problema 12 Open

Course
Estudiar la continuidad y derivabilidad de las integrales paramétricas siguientes y calcular su derivada donde exista. Ware
ULL
1
(@) F(4) :/ In(A% +x%) dx.
0 Problema 1
2 5 7 Problema 2
®) F(A) = / B —x) dx.
0 Problema 3
Problema 4
10 ! 1 / 18 7 18 6 (_1>i 6 i Problema 5
Solucion: (a) F'(A) =2arctg— (A € R\ {0}); (b) F'(A) =22"8(1-2)7+7A18Y = —( )4
A i=0 6+i \i Problema 6
()L © R). Problema 7
Problema 8
Resolucion. Problema 9

Problema 10

Problema 11

Problema 12

Problema 13

Problema 14
Problema 15
Problema 16
Problema 17

Problema 18



Problema 12

Estudiar la continuidad y derivabilidad de las integrales paramétricas siguientes y calcular su derivada donde exista.

(a) F(A / In(A%+x%) dx

AZ
(b) F()L):/ S —x) dx.
0

s / _ l . ’ __~9 1871 _ 18 i 6),;
Solucion: (a)F(l)—Zarctg)L (A e R\ {0}); (b) F'(A) =2A18(1-2)7+7A Z 6T ( )/I
(A €R).

Resolucion.
(a) Las funciones

=2 +2), o= (e ®\(0)x0.1)

son continuas. Por la regla de Leibniz para integrales paramétricas simples con limites fijos,

1y 1
F’(A):M/O/pifxzzzarctgI (A € R\ {0}). (1)

En particular, F es continua en R\ {0}.
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Para analizar su continuidad en el origen, observamos que

1
F(0)=2{ Inxdx=[]2xlnx— 2x]1_>0 =-2.

—0

Integrando ambos miembros de (1) respecto de A (el segundo miembro por partes) encontramos que

F(A) = In(1 +22) +22 arctg% +C (AeR\{0}).
A fin de determinar C, tenemos en cuenta que (también por partes) es
/ln(l +x?) dx = xIn(1 4 x*) + 2 arctgx — 2x + K,
asi que
F(1)= /01 In(14x%) dx=1n2+2arctg 1 —2.

Pero en virtud de (3),
F(1)=In2+2arctg1+C.

Comparando (4) y (5) se sigue que C = —2.
Ahora, nuevamente por (3),

lim F(A) =C = —2.
A—0

Se infiere de (2) y (6) que F también es continua en A = 0. Concluimos que F es continua en R.

@)

3

“

&)

(6)
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(b) Seana(A)=0,b(1) =A% (A € A=R), Open

Course

S(a,b) = {(Ax) €R? : A €A, a(A) <x < b(A)) a4
y f(A,x) =x°(2 —x)". Ya que A es abierto, a,b son continuas y derivables en A y f es continua y derivable Problema 1
respecto de A en un entorno abierto de S(a,b), la regla de Leibniz para integrales paramétricas simples con Problema 2
limites variables permite escribir: Problema 3
' 18 7 2 5 6 18 7 sy (=17 (6Y ronemad
F'(A)=21"°(1-1) +7/0 XA—=x)dx=21"°1-1)" 471 .26_4—i<i)” (A €R). Problema 5
= Problema 6
Siendo derivable, en particular F también es continua en R. Problema 7
Problema 8
Problema 9

Problema 10

Problema 11

Problema 12

Problema 13

Problema 14
Problema 15
Problema 16
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Problema 13 Open

Course
Demostrar que la integral Ware
/ xre ™ dx uil
0
es uniformemente convergente para 0 < A < Ay cualquiera que sea Ay > 0, pero no para 0 < A < c. Estudiar la Problema 1
continuidad y derivabilidad de la funcién de A que ella define. e &
- Problema 3
Solucion: F'(A) = / FeFInxdx (A €]l,). Problema 4
0
Problema 5
.z Problema 6
Resolucion.
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Problema 9
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Problema 13

Demostrar que la integral

/ x*e ¥ dx
0

es uniformemente convergente para 0 < A < Ay cualquiera que sea Ay > 0, pero no para 0 < A < oo. Estudiar la
continuidad y derivabilidad de la funcién de A que ella define.

Solucion: F'(A) = /ooxlefxlnx dx (A €]l,09[).
0

Resolucién. Sean A = [0,c0[, f(A,x) =x*¢™* ((A,x) € Ax]0,00|) y pongamos F(A) = Fj(A) + F>(2), donde

A= [ raa, B0 = [ raoa (en),

La integral paramétrica F| es impropia, ya que f no estd definida en el origen. Efectuando el cambio de variable

x = 1/t, dx = —dt /t* encontramos que

< g1/t = dt
Fl(x):/] mdtﬁ/} S=1 (en.

En virtud del criterio de Weierstrass, F; converge uniformemente en A.

Por otra parte

FR(A)= /Imxlefx dx < ./lwxa"efx dx < /Omxlﬂeﬂ dx =T () < oo (A €10,2)),
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y sigue del criterio de Weierstrass que F» converge uniformemente en [0, Ag]. Se concluye que

FO) = [ famde (€0

es uniformemente convergente. Al ser continuos los respectivos integrandos, Fi, F; y, por tanto, ' son uniformemente
continuas en [0, Ao]. La arbitrariedad de Ao permite afirmar que F es continua en A.

Probaremos que F no es uniformemente convergente en A aplicando el criterio de Cauchy. Sik > 1y & > 0, se tiene

k—+h k—+h A
/ x* e dx
k

f(A,x)dx

> hkre M > 1

k

siempre que A > (k+h —Inh)/Ink. Consecuentemente, para todo k > 1 existen ndmeros reales b > a > k tales que

" fx) dx

a

sup > 1.

A€[0,00]

No se satisface por tanto el criterio de Cauchy, lo que indica que F no es uniformemente convergente en A.
Estudiaremos ahora la derivabilidad de F', para lo que procederemos de forma andloga que con la continuidad. Las

funciones

af
oA
son continuas. Efectuando el cambio de variable x = 1/z, dx = —dt/ 2 encontramos que

1 < o1/t Int dt  dt

dx< [ S0 o) L cw (Lel,o),
/0 x*/l o /1 12 (4 €[1,=])
=af

1 dA

Ff(A,x), (A,x) dx = x*e *Inx ((A,x) € Ax]0,00[)

of

)

(A,x) dxg/wxz"e’xlnxdxgclo/we’x/z dx <o (A €0,%))
1 1

Open
Course
Ware

ULL

Problema 1
Problema 2
Problema 3
Problema 4
Problema 5
Problema 6
Problema 7
Problema 8
Problema 9
Problema 10
Problema 11
Problema 12

Problema 13

Problema 14

Problema 15
Problema 16
Problema 17

Problema 18

Inicio
Volver



para ciertas constantes positivas C, C;LO. En virtud del criterio de Weierstrass,

/Owg—/{(z,x) A (Ae[l))

converge uniformemente. Por otra parte, ya hemos visto que F es convergente en A. La regla de Leibniz para integrales
paramétricas impropias y la arbitrariedad de Ay permiten concluir que F es derivable en |1, o[, con derivada

F’(;L):/:xle—xmxdx (A €]1, ).
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Problema 14 Open

Course
Demostrar que la integral Ware
/"" dx ULl
0 x24+A2
. . . A . e Problema 1
es uniformemente convergente para |A| > Ao, cualquiera que sea A9 > 0. Estudiar la continuidad y derivabilidad de la

funcién de A que ella define. Problema 2
Problema 3
Solucion: F'(A)= —2&/ /’Lz (A e R\ {0}). Problema 4
Problema 5
Problema 6
Resolucion. EE
Problema 8
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Problema 14

Demostrar que la integral
/°° dx
Jo x2+A2

es uniformemente convergente para |A| > Ao, cualquiera que sea A9 > 0. Estudiar la continuidad y derivabilidad de la

funcién de A que ella define.

Solucién: F'(A) = —2A / - /12 (A R\ {0}).

Resolucion. Pongamos f(4,x) = (x> +A2)~!. Como |f(A,x)| < (x* + A3)~! (|]A| > Ao, x € [0,0]), el criterio de
Weierstrass garantiza que

M= [T fawdr (2120

converge uniformemente.

Para estudiar la derivabilidad de F, tenemos en cuenta ademds que

10, 0= 2224222 (A2, ve[0.)

son continuas y que
af
ar

de modo que (criterio de Weierstrass)

(l,x)‘ < MR (A [A] > g, x€ [0.00]),

=df

[ Sidx (=122 )
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converge uniformemente. La regla de Leibniz para integrales paramétricas impropias asegura entonces que F es deriv-
able (por tanto, continua) para A; > |1| > Ao, con

:-2/1/ +7LZ (M > |2 > Ao).
La arbitrariedad de Ay y A; prueba que
F’(z)——u/wL (A R\ {0})
N 0 (¥2+A2)2 '

Notemos que
F(O)z/ x2dx=oo
0

y que esta discontinuidad no es evitable, ya que
F)=52=  (A€R\{0})
207

implica limy _,o F (1) = eo.
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Problema 15

(a) Demostrar que

I(t)=/ xe *costx dx
0

converge uniformemente en cualquier intervalo [a, b].

(b) Hallar I(t), sabiendo que
/'>° e sentxdy= ——
0 1422
-7

Solucién: (b) I(t) = m (

t €R).

(r eR).

Resolucion.

Problema 15




Problema 15

(a) Demostrar que

I(t)= | xe *costxdx
0

converge uniformemente en cualquier intervalo [a, b].

(b) Hallar I(¢), sabiendo que

o0 t
/ e “sentxdx =
0 1

1—72

Solucién: (b) I(t) = m

(t €R).

(reR).

Resolucion.

(a) Se tiene que |xe *costx| < xe ¥ (r € R), con
/ xe Ydx=1.
0
El criterio de Weierstrass garantiza entonces que
I(r) = / xe *costx dx (t eR)
0

converge uniformemente.

(b) Consideremos la integral

i t
/ e “sentxdx=
0 1+¢

(t €R).
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Se cumple que:

e Fl integrando es continuo, con derivada parcial continua respecto a 7.

o La integral converge para todo ¢ € R (aunque para nuestros propdsitos es suficiente que converja para algin
t eR).

e Laintegral

oo a oo
/ — [e " sentx| dx = / xe *costx dx (reR)
0 ot 0

converge uniformemente (por (a)).

Cabe entonces aplicar la regla de Leibniz para obtener:

°° )
I(t) = /0 xe‘"costxdx:/O 3 [e‘x sentx] dx

d [~ _, d( t 1—1¢?
= _— - t d = — == t R .
dt/o ¢ SeEar= (1+t2) (141%)? (r€R)
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Problema 16
Hallar

/ e ™ dx
0

parat > 19 > 0.

2
Solucion: =-
t

Resolucion.

Problema 16




Problema 16
Hallar

/ e ™ dx
0

parat >t9 > 0.

. 2
Solucion: =-
t

Resolucidn. Sea 0 < & < 1. Se tiene que

F(r):/:e*fxczxzi (t>0). o

Las funciones

(t,x) = —xe™™  ((t,x) €]€,oo[x[0,09[)

o 9f
f(tax)_e ) E

son continuas y la integral
/ —xe ™ dx (t>e€)
0

converge uniformemente en virtud del criterio de Weierstrass, ya que | — xe ™| < xe " e (integrando por partes)
/ xe ¥ dx < oo
0
Por tanto, en (7) podemos derivar miembro a miembro aplicando la regla de Leibniz para obtener

Fl(1) = /Om —xe ™ dx = —tlz (t > ¢). @®)
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Similarmente, las funciones
—tx ag 2 —tx
glt,x)=—xe™, —(t,x)=x"e ((t,x) €le,eo[x[0,00])

son continuas y la integral
/ e dx  (t>€)
0

converge uniformemente en virtud del criterio de Weierstrass, ya que x>¢~"* < x>¢* e (integrando por partes)
/ x2e & dx < oo,
0
Por tanto, en (8) podemos derivar miembro a miembro aplicando la regla de Leibniz para obtener
" . 2 —tx 2
F't)=| xe™dx== (r>e).
0 13

En particular,
i 2
/ e ™ dx = = (t > 19).
0 t
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Problema 17

Calcular

1 -1 _
/ x" 1 .
0 Inx

Solucion: Inn.

Resolucion.

Problema 17




Problema 17

Calcular ) X
X —1
[t
0 Inx

Solucion: Inn.

Resolucion. Sea

le—l_l
I(t) = —d t>1).
O=[ T dx (=1
La funcion
f(tx)—xt_l_l (r>1,0<x<1)
T Inx -

puede ser considerada continua, ya que, aunque en principio no estd definida en el punto (1,0), se tiene:

t
/f‘l ds
1

Consecuentemente, I(¢) es uniformemente continua en cualquier intervalo compacto 1 <t <t y, en particular, continua
sit>1.

Por otra parte,

= lim

lim =
(t.x)—(1,0)

< lim (t—1)=0.
(t.x)—(1,0)

P |
(2,%)—(1,0)

Inx

aa—{(t,x):){‘l (t>1,0<x<1)

es continua.
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Asi pues, podemos aplicar la regla de Leibniz para integrales paramétricas simples con limites fijos y obtener Open

Course
, L 1 Ware
I(t):/ox’ dx=— (@), uil

Integrando ahora respecto de ¢ encontramos que I(¢) = Int 4+ C (¢ > 1) y, por continuidad, I(¢) =Inz+C (¢t > 1). Para Problema 1
determinar C basta advertir que C =I(1) = 0. Problema 2
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Problema 18

Calcular

9y

/2 d
/ In(1+a senzx)—x2
0 sen2x

siendoa > —1.

Solucion: © (\/ 14+a— l) .

Resolucion.

Problema 18
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Problema 18

Calcular
dx

/2 )
In(1 —_—
/o n(l+asen“x) oy’

siendo a > —1.

Solucion: © (\/ 14+a— 1).

Resolucién. Llamamos /(a) a la integral paramétrica que se quiere calcular. Derivando paramétricamente,

/2 d
o= [ e ©)

1+asenZx’

Esta derivacion es licita ya que (aplicando L”Hdpital)

limIn(1 4 a sen’x) ——

x—0 senZx
por lo que puede considerarse que
af 1 T
_ 2 _
f(a7x)—1n(l+a sen x)m, %(arx)—m ((a,.x) E}—I,OO[X [O,E])

son continuas, lo que permite aplicar la regla de Leibniz para integrales paramétricas simples con limites fijos.

La integral del segundo miembro de (9) se calcula mediante el cambio tgx =1¢ y resulta

T

M=
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luego, I(a) = /1 +a+C. Como I(0) = 0, necesariamente C = — 7.

Problema 18
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