Integracion multiple: integrales impropias y paramétricas

Indice

1.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Problema 1

Problema 2

Problema 3

Problema 4

Problema 5

Problema 6

Problema 7

Problema 8

Problema 9

Problema 10

Problema 11

Problema 12

Problema 13

Problema 14

Problema 15

Problema 16

Problemas resueltos

ISABEL MARRERO
Departamento de Andlisis Matemético
Universidad de La Laguna

imarrero@ull.es

10

12

14

16

18

19

21

23

25

27

29



17. Problema 17 31

18. Problema 18 32

OCW-ULL 2011/12 CALCULO INTEGRAL VECTORIAL


http://campusvirtual.ull.es/ocw/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/2.5/es/

INTEGRACION MULTIPLE: INTEGRALES IMPROPIAS Y PARAMETRICAS 1/32

1. Problema 1

Estudiar la convergencia y, en su caso, calcular la integral

// dxdy
p xy

siendo D el recinto delimitado por y = x*> e y = x.

Solucion: oo.

RESOLUCION. Se trata de una integral impropia porque el integrando f(x,y) = 1/xy deja de estar acotado

cerca del origen de coordenadas.

03 7x
064

04 o

02 3 /

Figura 1. Recinto D.

Como f tiene signo constante en D, la integral impropia existe (aunque puede ser convergente o divergen-
te), y se calcula como el limite de las integrales de f tomadas sobre cualquier sucesién basica {D, };;_, parala
integracién de f en D.

Elegimos

1
Dnz{(xay)GRzi<x<l7x2<y<x} (neN).
n

Entonces

dxd Udx *d 1 1,1
// X y:/ i/ —y:—/ —Inxdx= -In*>= (neN),
D, Xy In X J22y 1/n X 2 n

dx dy , dx dy o151
// :hm// = lim = In“ — = co.
D Xy n—es J p, Xy n—e2

de manera que
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2. Problema 2

Se considera la integral impropia de la funcién

1
xX=Yy

f(X,Y) =

sobre el conjunto D = {(x,y) € R?: 0 <x <1, 0 <y < x}. Justificar que dicha integral existe y calcularla.

Solucio 4
olucion: —.
3

RESOLUCION. La integral es impropia porque el integrando deja de estar acotado en un entorno de x =y,
y existe porque dicho integrando tiene signo constante, de modo que podemos calcularla utilizando cualquier

sucesién bésica {D, };;_, para la integracién de f en D.

084
0.6

044

Consideramos

S| =

D, = {(x,y) eR?:

Entonces

fl -

(n=1)/n 1 dx (n=1)/n 1 4/ 1 2(n—1)
_ as [ 2 (\r_ _)d :_(_1)- ,
/0 Yhomvi—y o YU m) T3\ U ny/n
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- 411 20n—1)] 4
//D iy "xdy—,li‘it//n dxdy—,li’;[‘g(\/,;”)‘ n/n }—3'
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3. Problema3

Estudiar la convergencia y, en su caso, calcular la integral

// dxdy
D\/x2+y2
siendo D el circulo x* + y2 —2x<0.

Solucion: 4.

RESOLUCION. El recinto de integracién D es el circulo de centro (1,0) y radio 1. La integral es impropia

porque el integrando no esta acotado cerca del origen.

gey 05

054

Figura 3. Recinto D.

Como este integrando tiene signo constante, la integral existe y para calcularla podemos tomar cualquier

sucesién bésica {D, };_,. Consideramos

Aprovechando la simetria del recinto y la paridad del integrando y efectuando un cambio de variable a

polares encontramos que

d /2 2cos 6 1
// &:2/ de/ dr:2<2—> (neN).
Dy \/x2+y2 0 (1/n)cos 6 n
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Por tanto,

[ dxdy 3 " dxdy 3 ( 1)
7:11m// ———=1lim2(2—- | =4.
//D x2+y2 n—e ) Jp, \/x2 +y2 n—yoo n
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4. Problema4

Estudiar la convergencia de la integral
/ / dxdy
px+y’

siendo D el recinto definido por las condiciones x > 1y 0 <y < 1/x, y calcularla, en su caso.

Solucién: g—lnl

RESOLUCION. La integral es impropia porque el recinto de integracién es no acotado.

Figura 4. Recinto D.

Como el integrando tiene signo constante en D, la integral existe y para calcularla podemos tomar cualquier

sucesion bésica {D, };_,. Consideramos
2 1
D,=<(x,y) R :1<x<n, 0<y< - (neN).
x

Ahora bien,

rodxd n I/x g n
// ) A / dx/ 7)):/ 1n(x—|—y)|é/x dx
JJp, x+Yy J1 0o x+y 1

n 1 n n
= / {ln (x—!— x) —lnx} dx:/ In(x*+1) dx—Z/ Inx dx
1 1 1

= [xIn(x*+ 1) +2arctgx — 2xInx]|

1
= nln <1+nz)—|—23rctgn—72r—ln2 (neN).
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Por tanto,

dxd dxd 1
// al y:h'm// YD Jim |nln 1+— +2arctgn—£—ln2 :E—an.
D X+y n—e , X+Yy o n 2 2
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5. Problema5

Estudiar la convergencia y, en su caso, calcular el valor de la integral

// xe Y dx dy,
D

siendo D = {(x,y) eR*: x> 1,y > 1}.

Solucion: e 1.

RESOLUCION. Se trata de una integral impropia, ya que el recinto de integracién D es no acotado.

Figura 5. Recinto D.

Como el integrando es no negativo, la integral existe, aunque puede ser convergente o divergente, y se
calcula como el limite de las integrales de f(x,y) = xe™™ sobre cualquier sucesion bésica {D,}7_, para la
integracién de f en D.

Consideramos entonces la siguiente sucesién bésica, que crece hasta llenar D:
Dy={(xy)eR*:1<x<n, 1<y<n} (neN).

Paracadan e N,

// xe Y dxdy
Dy

n n n —n

/ dx/ xe Y dy :/ [_e—xy]>:1 dx
1 1 1 =
n 1

n 1 1
/ (efx — efnx) dx = |:e”x — ex:| =—e " —e"——e"+e
n

1 ,oon n
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Concluimos:

// xe ¥ dxdy = lim // xe ¥dxdy=e".
JD n—e | /p,
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6. Problema 6

Estudiar la convergencia y, en su caso, calcular la integral

x? +y —
// 5/2 d)cdy7

siendo D el conjunto de los puntos (x,y) del plano tales que x* +y> > 2y x < I.

8 10
Solucion: x +———.

V2 92 9

RESOLUCION. La integral es impropia porque D es no acotado. Como el integrando tiene signo constante

dicha integral existe y puede calcularse tomando cualquier sucesion bésica {D,};_,

0
\_

Figura 6. Recinto D.

Consideramos D, = {(x,y) € R?:2 < x*+y* <n?, x < 1} (n € N) y calculamos la integral sobre cada

uno de estos conjuntos aplicando un argumento de simetria y paridad y un cambio a polares, con lo que resulta:

x? +y - _
//,, 1)) 5/2 dxdy =
arccos(1/n) 1/cos6 /1 2 T 1 2
- 2/7;/4 de/ﬂ (}’2_}”4> dr+2 arccos l/n / (2 4> ’
-arccos(1/n) 1 2
= 2/ (—cosG+cos 9) d9+2 ( - 3> do
Jxja 3 arccos(1/n)
4 arccos(1/n) 4
= 37[_< ) —cos?0)!/2 —5 (1-cos’ )2
3v2 4 A ’
+2< —arccosn> (3’13—”>
_ AY PR
- \/E }’12 9 1’12 2\/§
1
) _ - — .
+ <7r arccos n) (3113 ) (neN)
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Se concluye que

2 2
+y? — L +y — T 8 10
// S/ZdXdy_,}gI}o// 5/2 xdy—%—l-r\/j—g
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7. Problema 7

Estudiar la convergencia y, en su caso, calcular la integral

//Ddxdy

siendo D el recinto determinado por las condiciones 0 <x < 1y xy > 1.

Solucion: —oo.

RESOLUCION. Se trata de una integral impropia porque tanto el recinto de integraciéon como el integrando

(cerca de (1, 1)) son no acotados.

Figura 7. Recinto D.

Como el integrando tiene signo constante (negativo, ya que, en D, es y > x), la integral existe y puede

calcularse utilizando cualquier sucesién bésica {D, };_, para la integracién de

1
xX=Yy

f(xvy) =

en D. Eligiendo
1
Dnz{(x,y)ERzilJr <y<n 1/y<x< 1}
n

encontramos que

=~
|

n 1
// dxdy / dy/ = |:ln( —1)—1n( —lﬂ dy
n (n+1)/n I/yX—Yy (n+1)/ y

/(n+1)/n [Iny—In(l+y)]dy  (nEN).
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Como
/lntdt:tlnt—t—i—C,
sigue que
0 y \' 1 !
L, = phny—y—>04+y)In(1+y)+ A+ wn/m= [ln{() }4—1]
n o n+1 (n+1)/n n
n[(l—i—n) 1—|—n} n <2n+1> 2n+1 (neN),
con
noq 1 (n+1)/n
lim In — e, limin| (2T T 1= 2m2
n—oo +n 1+n n—soo 2n+1 2n+1
Por tanto,
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8. Problema 8

Calcular

. ef()H’y)
1= // dx dy,
JJD x+Yy

siendo D el primer cuadrante del plano OXY.

Solucion: 1.

RESOLUCION. Se trata de una integral impropia de tercera especie (el integrando no estd acotado cerca del
origen y el recinto de integracién es no acotado).
Como el integrando tiene signo constante en D la integral existe (convergente o divergente), y se puede

calcular utilizando cualquier sucesién bésica {D, };>_, para la integracién de

gf()H’y)
X,y) =
floy)=—= 5
en D. Consideramos
2. 1 1 _y
Dy=q(xy)eR: —<x+y<n,—-<=<n (neN)
n nx
y efectuamos el cambio de variables
u= X+y, V= Xa
X
cuyo inverso es
u uv
X = =
vi YT
y cuyo jacobiano es
—1 -1
A,y) | X x| e owy | |1 1 _[1(1+y>r u
= = = = —_ _ = 2
d(u,v) Ya W e v /2 1/x x x (1+v)
Entonces:

—(x+y) n d n -1
e _ v —u _ n —1/n _ ,—n
//Dn Ty dxdy—/l/ni(l_i_v)2 /l/ne du ! (e e ) (neN).
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Consecuentemente,

,(ery) 7(x+y) —1
//e dxdyzlim// o drdy=lin (e ) =1
D Xty n—oeo . X1y n—eo 41
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9. Problema9

Discutir segtin los valores de p la convergencia de la integral

/// (2 +y*+72) 7P dxdy dz,
JJIm

siendo M el exterior de la bola unidad cerrada.

3
Solucion: Converge a 753 si, y sélo si, p > 7

RESOLUCION. La integral es impropia para cualquier valor de p, ya que el recinto de integraciéon es no
acotado; y existe, ya que el integrando tiene signo constante. Para calcularla podemos considerar cualquier

sucesion basica conveniente, por ejemplo
Mn:{(xyyaz)€R311§x2+y2+z2§n2} (neN).

Efectuando un cambio a esféricas:

2n T n
/// Py +2)F dxdydz:/ de/ sen(pd(p/ P72 dr (neN).
M, 0 0 1

Si2—2p# —1,estoes, si p # 3/2, entonces

_ n
r3 2p

3—-2p

1 = Siﬂ;p (=2 — 1) (neN),

/// (P +y*+7) P dxdydz=4n

de manera que

/// (P +y*+2%) Pdxdydz = lim /// (P +y*+22) P dxdydz
M i

n—oo

4w - 3

= p>=

4r 2p— 2

= lim ——— (n3_2p — 1) = p=3

ne 3 —2p 3
oo, < —.

P=3

Por otra parte, si 2 —2p = —1, esto es, si p = 3/2, entonces

/// (P +y*+75) P dxdydz=4n Inr[] = 4xinn (neN),

OCW-ULL 2011/12 CALCULO INTEGRAL VECTORIAL
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de manera que

n—yeo

/// (P +y*+2%) P dxdydz = lim /// (¥ +y> +2°) P dxdydz = lim 4xlnn = .
M M, n—e

Se concluye que la integral en cuestién converge a 47/(2p — 3) si, y s6lo si, p > 3/2.

CALCULO INTEGRAL VECTORIAL OCW-ULL 2011/12
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10. Problema 10

Calcular

X—po0

1/x 2
h’mxz/ senv3te " dr.
0

Solucion: oo.

RESOLUCION. Efectuando el cambio de variables u = 1/x vemos que es equivalente calcular

1 u
Iim —/ senv/3r e " dr.
0

u—0 Lt2

Pongamos

F(u) = /Ou senv/3r e " dr (u€[0,1]).

Por el Corolario 3.4 del bloque tedrico 1.7, Integrales paramétricas propias, se tiene que lim,_,o F (u) = 0.
Consecuentemente, el limite buscado es una indeterminacién del tipo «0/0», y para resolverla aplicaremos la
regla de L’Hopital.

En virtud de la regla de Leibniz para integrales paramétricas propias con limites de integracion variables

(Proposicidn 4.2 del bloque tedrico antes citado), se verifica:
F'(u) =senv3ue ™ (u€]0,1).

Concluimos que

F'(u) V3, 1 senv3u _p

=—Ilim —

2 u—0 2u 2 u=0~/u /3u

| F
lim — / senv/3r e di = 1im =% — 1
u—0 u- Jo u—0 U
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11. Problema 11

Estudiar la continuidad y derivabilidad de las integrales paramétricas siguientes y calcular su derivada

donde exista.

senAx

(a) F(?L)=/0'1

X

A
(b) F(A) = /O e gy

A
Solucion: (a) F'(A) = Se;j)“ (AER);  (b)F'(A)=—21 / e gyt e ™ (A eR).
0
RESOLUCION.
(a) Como

F(x) = Ase;‘jx, %(M) —cosAx  ((A,x) eRx[0,1])

son continuas, la regla de Leibniz para integrales paramétricas simples con limites fijos asegura que

existe
sen

A

1
F’(l):/ cosAx dx = (A €eR).
0

En particular, F es continua en R.

(b) Las funciones a(A) =0, b(1) = A son continuas y derivables en el abierto A = R. Si
S(a,b) ={(A,x) eR* : L€ A, a(A) <x<b(A)},

—A2x2

entonces f(A,x) =e y su derivada parcial

af

YJ _ 2 —A22
e (A,x) 2Axe

son continuas en un entorno abierto de S(a,b). Por tanto, la regla de Leibniz para integrales paramétricas

simples con limites variables permite escribir:

A
F'(A)= -2 / e gy et (A €R).
JO

CALCULO INTEGRAL VECTORIAL OCW-ULL 2011/12
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Siendo derivable, en particular F' también es continua en R.
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12. Problema 12

Estudiar la continuidad y derivabilidad de las integrales paramétricas siguientes y calcular su derivada

donde exista.

(@ F(A) = /O.lln(12+x2) dx.

12
(b) F()L):/O B —x) dx.

1 6 1) 6 .
Solucion: (a) F'(/l)zzarctgI (A €R\ {0}); (b) F'(1) 22118(1—1)7+7118§)(6+)i <i)/1’
(A €R).

RESOLUCION.

(a) Las funciones

=02 +2), o= (e ®\(0)x01)

son continuas. Por la regla de Leibniz para integrales paramétricas simples con limites fijos,

1 d 1
F’()L):Z/I/O Mi_ic)cz:2arctgx (A R\ {0}). (1)

En particular, F es continua en R\ {0}.
Para analizar su continuidad en el origen, observamos que

1
F(0)=2[ Inxdx=[2xInx—2x]",; = 2. @

—0

Integrando ambos miembros de (1) respecto de A (el segundo miembro por partes) encontramos que

F(A):ln(lJrlz)Jerarctg%JrC (A € R\{0}). )

A fin de determinar C, tenemos en cuenta que (también por partes) es

/ln(l +x%) dx = xIn(1+x%) + 2arctgx — 2x + K,

CALCULO INTEGRAL VECTORIAL OCW-ULL 2011/12
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asi que

I
F(l):/ In(14x?) dx =In2+2arctg1 —2. 4)
0

Pero en virtud de (3),
F(1)=1n2+2arctg1+C. 5)
Comparando (4) y (5) se sigue que C = —2.
Abhora, nuevamente por (3),
lim F(A)=C=-2. 6
Jim F(2) (©6)

Se infiere de (2) y (6) que F también es continua en A = 0. Concluimos que F es continua en R.

(b) Seana(A)=0,b(A) =A% (A € A=R),
S(a,b)={(A,x) €eR* : 2 €A, a(d) <x<b(A)}

y f(A,x) = x’(A —x)’. Ya que A es abierto, a,b son continuas y derivables en A y f es continua y
derivable respecto de A en un entorno abierto de S(a,b), la regla de Leibniz para integrales paramétricas

simples con limites variables permite escribir:

A2 6 (_1\i )
F’(}L):leg(lmﬂw/o xs(lx)ﬁdx2&18(11)7+71182(6i)i(?>/1’ (A €R).
i=0

Siendo derivable, en particular F también es continua en R.

OCW-ULL 2011/12 CALCULO INTEGRAL VECTORIAL
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13. Problema 13

Demostrar que la integral
/ xre ¥ dx
0

es uniformemente convergente para 0 < A < Ay cualquiera que sea Ay > 0, pero no para 0 < A < oo. Estudiar

la continuidad y derivabilidad de la funcién de A que ella define.

Solucién: F'(A) = /leefxlnx dx (A €]l,00[).
0

RESOLUCION. Sean A = [0,c0], f(4,x) = x*¢* ((4,x) € Ax]0,0[) y pongamos F(A) = Fi(A) + F>(A),
donde
1 oo
F(}) :/0 F(Ax) dx, B :/1 fAx)dx  (A€A).

La integral paramétrica F; es impropia, ya que f no estd definida en el origen. Efectuando el cambio de

variable x = 1/, dx = —dt /t> encontramos que

ooefl/l‘ oodt
Fl(l):/l mdis [ S=1 (en),

En virtud del criterio de Weierstrass, F] converge uniformemente en A.

Por otra parte
() = / et dx < / oo dx < / e dx = 2T(Ao) <o (A € [0,4)),
1 1 0
y sigue del criterio de Weierstrass que F» converge uniformemente en [0, Ag]. Se concluye que

Fa)= | Tfxdr (e [0,%))

es uniformemente convergente. Al ser continuos los respectivos integrandos, Fi, F; y, por tanto, F' son unifor-
memente continuas en [0, Ag|. La arbitrariedad de Ay permite afirmar que F es continua en A.

Probaremos que F no es uniformemente convergente en A aplicando el criterio de Cauchy. Si k> 1y
h > 0, se tiene

> hite K > 1

k—+h
’ /k F(A,x) dx

k+h A
= / x*e " dx
k

siempre que A > (k-+h—1Inh)/Ink. Consecuentemente, para todo k > 1 existen niimeros reales b > a > k tales

CALCULO INTEGRAL VECTORIAL OCW-ULL 2011/12
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que
sup > 1.
A€[0,00]

/abf(l,x) dx

No se satisface por tanto el criterio de Cauchy, lo que indica que F no es uniformemente convergente en A.
Estudiaremos ahora la derivabilidad de F', para lo que procederemos de forma andloga que con la conti-

nuidad. Las funciones

f(A,x), %(A,x) dr=x"¢*Inx  ((A,x) € Ax]0,00])

son continuas. Efectuando el cambio de variable x = 1/t, dx = —dt /t*> encontramos que

/

m%(ﬁﬂé) dx < /mx}“)ef"lnxdx <Cy, /me*"/2 dx <o (A €10,])
1 1 !

of

S

<o~ Int dt = dt
dx < ————=<C — < o A e[l o
.X_/; tl*l t t2 — /l‘ t2 ( [ ) D?

para ciertas constantes positivas C, Cﬂo' En virtud del criterio de Weierstrass,

'/:%(;L,x) dx  (Aell,))

converge uniformemente. Por otra parte, ya hemos visto que F es convergente en A. La regla de Leibniz para
integrales paramétricas impropias y la arbitrariedad de Ao permiten concluir que F es derivable en ]1,oo[, con
derivada

F'(x):/owx%—xmxdx (A €]1,00]).
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14. Problema 14

Demostrar que la integral
/°° dx
0 x2+A?
es uniformemente convergente para |A| > Ao, cualquiera que sea Ay > 0. Estudiar la continuidad y derivabilidad
de la funcién de A que ella define.
dx
( )

Solucién: F'(L) = —22 / ) o (AER\(0)).
0

RESOLUCION. Pongamos f(A,x) = (x2 +A2)~!. Como [f(A,x)| < (x> +A3)~' (|]A] > Ao, x € [0,09[), el

criterio de Weierstrass garantiza que

FO) = [ 7Gx ds (312 )

converge uniformemente.

Para estudiar la derivabilidad de F, tenemos en cuenta ademds que

00, =222 4202 (A2, ve [0,

son continuas y que

of
o

(/I,X)' < 2M(PH20)F (M= A > A, x€[0,0),
de modo que (criterio de Weierstrass)

/Ow%(x,x) dr (=] = k)

converge uniformemente. La regla de Leibniz para integrales paramétricas impropias asegura entonces que F

es derivable (por tanto, continua) para A; > |A| > A, con

, -
F(l):—ZA/Om (A > 4] > A).
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La arbitrariedad de Ay y A; prueba que
F'(A) = —22 /WL (A € R\ {0})
N 0o (x2+A2)2 '
Notemos que
F(O):/ _x_zd_x:oo
0
y que esta discontinuidad no es evitable, ya que
F()=570=  (AeR\{0})
2
implica lim)_,q F (A1) = oo.
U
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15. Problema 15

(a) Demostrar que

I(t) = / xe *costx dx
0
converge uniformemente en cualquier intervalo [a, b].

(b) Hallar I(t), sabiendo que

/ e “sentxdx = (t€R).
0

f
1+12
1—¢2

Solucion: (b) I(t) = m

RESOLUCION.

(a) Se tiene que |xe *costx| <xe ™ (r € R), con

/ xe Fdx=1.
0

El criterio de Weierstrass garantiza entonces que
I(t) = / xe *costx dx (teR)
0

converge uniformemente.

(b) Consideremos la integral

/ e “sentx dx = (r €R).
0

1+12
Se cumple que:

= El integrando es continuo, con derivada parcial continua respecto a ¢.

= La integral converge para todo r € R (aunque para nuestros propdsitos es suficiente que converja

para algin ¢t € R).
= La integral
=3 a oo
/ = [e sentx| dx = / xe *costxdx  (t€R)
0 dt 0

converge uniformemente (por (a)).
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Cabe entonces aplicar la regla de Leibniz para obtener:

e 0
I(t) = /0 xefxcostxdx:/o 5 [e“sentx| dx

d o x d t 1_t2
dt_/() e “senix ax dr <1+t2> (1+t2)2 ( c )
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16. Problema 16

Hallar
/ e ™ dx
0

parat >t9 > 0.

. 2
Solucion: -
t,

RESOLUCION. Sea 0 < € < 1. Se tiene que
“ —Ix 1
Fit)= [ e dx:; (t>0). (7
0

Las funciones

f(tvx) = e—tx’ 7(t7x) =—xe " ((tvx) €]£7oo[x[07ooD

son continuas y la integral
/ —xe Mdx  (t>¢)
0

~& e (integrando por

converge uniformemente en virtud del criterio de Weierstrass, ya que | —xe ™| < xe
partes)

/ xe & dx < oo,
0

Por tanto, en (7) podemos derivar miembro a miembro aplicando la regla de Leibniz para obtener

i 1
F'(1) :/0 —xe M dx = 2 (r>e). (8)
Similarmente, las funciones
_ —tx ag 2 —tx
g(t7x) = —Xxe ) E(tax)_x e ((tvx) €]£7°°[X[0300D

son continuas y la integral
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converge uniformemente en virtud del criterio de Weierstrass, ya que x>¢~* < x2e~¢* e (integrando por partes)
/ x2e & dx < oo,
0
Por tanto, en (8) podemos derivar miembro a miembro aplicando la regla de Leibniz para obtener
" oo 2 —tx 2
F'(t)=[| xe dxzt—3 (t>e¢).
0

En particular,

o )
/ e dx = = (t>19).
JOo t
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17. Problema 17

Calcular

1 n—1 _ 1
/ al dx.
0 Inx

Solucion: Inn.

RESOLUCION. Sea

La funcién

ft,x) = t>1,0<x<1)

puede ser considerada continua, ya que, aunque en principio no esta definida en el punto (1,0), se tiene:

t
/ 1 ds
1

Consecuentemente, I(¢) es uniformemente continua en cualquier intervalo compacto 1 <t <1y y, en particular,

s

m
(2,%)—(1,0)

= lim < lim (r—1)=0.

1=
(t,x)—(1,0)

Inx

continuasit > 1.
Por otra parte,
af

E(r,x):x’” (t>1,0<x<1)

es continua.
Asi pues, podemos aplicar la regla de Leibniz para integrales paramétricas simples con limites fijos y

obtener

1

I’(t):/ole‘ldx:; (t>1).

Integrando ahora respecto de ¢ encontramos que I(r) =Inz+C (¢ > 1) y, por continuidad, I(t) =Int+C (t > 1).

Para determinar C basta advertir que C =I(1) =0.
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18. Problema 18

Calcular
dx

/2 )
In(1 —
/0 n(l+asen”x) on’x

)

siendo a > —1.

Solucion: © (\/1 +a— 1).

RESOLUCION. Llamamos /(a) a la integral paramétrica que se quiere calcular. Derivando paramétricamente,

/2 d
ro= [ o ©

1+asen?x’

Esta derivacion es licita ya que (aplicando L’Hbpital)

1
lim In(1 4 asen’ x) —— =aq,
x—0 sen®x
por lo que puede considerarse que
af 1

((a,x) €] —1,00[x [07 g])

1
—In(1 2 — Ya)=——
flax) =In(1+asen x)senzx’ 8a<a’x) 1+asen?x

son continuas, lo que permite aplicar la regla de Leibniz para integrales paramétricas simples con limites fijos.

La integral del segundo miembro de (9) se calcula mediante el cambio tgx =t y resulta

T

2/1+a’

I'(a) =

luego, I(a) = /1 +a+ C. Como I(0) = 0, necesariamente C = —7.
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