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1. Problema 1

Sea C el contorno del tridngulo con vértices (0,0), (1,0) y (0,1). Calcular:
(a) lalongitud de C;

(b) la integral
f (x+y)ds.
c

Solucion: (a)2++v/2; (b) 1 ++/2.

RESOLUCION. Escribimos C = Cj +C, +C3, donde C; : @1 (r) = (£,0) (0 <t <1),C:0a(t) = (1,1 —1)

0<r<1)yGCs:as(r)=(0,7) (0 <t <1) (Figura I).

0.8
0.6
0.4

02

Figura 1.

Entonces

a/l(t):(lvo)v a/Z(t):(17_1)7 ag(t):(()?l) (OSISI)’

con

Ol =la@l =1, lleanl=v2 (0<r<1).

(a) Se tiene:

1 1
/ds:/ ds:/ di =1, dszfz/ ds = 2.
C (&) 0 Cy 0

Consecuentemente,

deZ/ ds+ ds+ ds =2+2.
C Cl CZ C}

(b) Por otra parte:

/ (x+) ds:/c‘}(xﬂ) ds:/oltdt: %

C
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/C.z(x—i—y) ds = \6'/0.] ds =2.

Consecuentemente,

%C(x‘i'Y) dS:/CI(X—i-y) ds+/cz(x—|—y) ds+/c3(x+y) ds=1+2.

OCW-ULL 2011/12 CALCULO INTEGRAL VECTORIAL
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2. Problema 2

Se considera la hélice circular C : 0/(¢) = (acost,asent,bt), cont € [0,c].
(a) Determinar la longitud de C.

(b) Calcular

/st.
c

b2 a2 + b2

Solucion: (a) cva®+b%;  (b) 5

RESOLUCION. Lacurva C (paraa =b =1y ¢ = 4m) se representa en la Figura 2.

Figura 2.

Se tiene:

a'(t) = (—asent,acost,b), || (t)|| =V a?*+b? 0<t<ec).

(a) La longitud pedida vale

/ds:/ @ (1) di = ev/a® + b2
C 0

(a) La integral pedida vale

c c b 2 2 b2
/zds:b/ [ (o) dt:b\/a2+b2/ P L oy
C 0 0

2
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3. Problema3

Sea la trayectoria G (¢) = (2¢,¢%,Int), definida para ¢ > 0. Hallar la longitud de arco de G entre los puntos

(2,1,0) y (4,4,In2).

Solucion: 3 +In2.

RESOLUCION. Cotejando los dos puntos con la parametrizacién de la curva constatamos que los valores del

pardmetro para los que se obtienen estos puntos son t = 1 y ¢ = 2, respectivamente. Por otra parte,

G'(t)= (2,2t, 1) (t>0)

1 44 + 412+ 1 224+1)2 2241 1
[G(0)]| = 1[4+ 42+ = = et S Cointer Ve SP YUY |
12 12 12 t t

De este modo, la longitud L del arco entre ambos puntos sera:

2 ) 1
LZ/ lo" (@)l dt:/ (2t+t) dt = [ +1nt]} =3 +1n2.
1 J1

(r>0).
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4. Problema4

Calcular la integral de linea del campo vectorial F(x,y,z) = (8x+z)i +2xz%j — 4y*k a lo largo de la curva
definida por las ecuaciones z = 9 — 2x> —4y?, z = 1, con orientaci6n positiva si se observa desde lo alto del eje

oZ.

Solucion: 471:\@.

RESOLUCION. La interseccién de las superficies z = 9 —2x> —4y?, z = 1 es la elipse x> +2y> = 4 en el
plano de altura z = 1 (Figura 3); por tanto, podemos parametrizar esta curva (llamémosla C) mediante a(¢) =

(2cost,v/2sent, 1) (0 <t <2m).

Figura 3.

Ahora, @' (t) = (—2sent,v/2cost,0) y F[a(¢)] = (16cost + 1,4cost, —8sen’t) (0 <t < 27x), de modo
que

Fla(r)]- @' (t) = —32sentcost — 2sent +4v2cos’t (0 <1 <2nm).

Finalmente,

2n 27
}6 F.da= Fla(r)]-a () dt :/ (—32sentcost —2sent +4+v/2cos’ 1) dt = 47/ 2.
c 0 0

CALCULO INTEGRAL VECTORIAL OCW-ULL 2011/12
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5. Problema5

Se considera el campo vectorial F(x,y) = (y* 4 2xy,x* 4+ 2xy) ((x,y) € R?).
(a) Comprobar que F admite funcién potencial en todo R? y hallarla.
(b) Calcular la integral de F a lo largo de cualquier curva regular a trozos que una los puntos (0,0) y (2,1).

(c) Calcular la circulacién de F a lo largo de cualquier curva cerrada regular a trozos.

Solucion: (a) ®(x,y) = x>y +y*x+C ((x,y) €R?); (b)6; (c)O.

RESOLUCION.

(a) Sean P(x,y) = y* +2xy, Q(x,y) = x> + 2xy ((x,y) € R?). Como P,Q € C*(R?) y R? es simplemente
conexo, la condicién necesaria y suficiente para que F admita una funcién potencial ® en todo R? es

que dQ/dx = dP/dy en R?. Pero, en efecto:

oP _d0 )
a—y—2x+2y—§ ((x,y) € R7).

Por simple inspeccioén se advierte que ®(x,y) = x%y +y?x + C ((x,y) € R?), siendo C una constante

arbitraria.

(b) Conociendo el potencial ® podemos calcular la integral como la diferencia de potencial entre el extremo

y el origen de la curva: ®(2,1) — ®(0,0) = 6.

(c) Puesto que F es conservativo, la circulacién es 0.

OCW-ULL 2011/12 CALCULO INTEGRAL VECTORIAL
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6. Problema 6

Probar que la integral

/(6xy2 —y}) dx+ (6x%y —3xy?) dy

c

es independiente del camino que une los puntos (1,2) y (3,4). Hallar su valor mediante:
(a) un célculo directo, aplicando la definicidn;

(b) una funcién potencial del integrando.

Solucion: 236.

RESOLUCION. Ya que P(x,y) = 6xy> —y® y Q(x,y) = 6x*y — 3xy? son de clase C! (R?) y se cumple

aQ _ o 2 _ Q 2
o = o -3= 2 ((x,y) € R7),

el campo F(x,y) = (P(x,y),0(x,y)) ((x,y) € R?) es conservativo, y la integral

/F- ds:/de+Qdy
C C

es independiente del camino C que una (1,2) con (3,4).

(a) Podemos tomar como C el segmento rectilineo determinado por ambos puntos. Una parametrizacion
de este segmento con la orientacién indicada es o(t) = #(3,4) + (1 —¢)(1,2) = (1 +2¢,2 +2t), con

a()=(22)(0<r<1).

Ast:
Fla@t)] = (4(1+20)(1+1)* =8(1+1)*, 12(1+2)*(1+1) — 12(1+21) (1 +1)?)
= 4(4+18+247 +106,3r+ 97 +6r°)  (0<1<1),
Fla(t))- o' (t) = 8(4+21r +33t2 +16°)  (0<t<1).
Por tanto,

_ I 1 21 !
/F- ds:/ Flo(r)]- o' (1) dt:8/ (442114332 +166%) dt =8 4t+7t2+11t3+4t4 = 236.
c 0 0 0

CALCULO INTEGRAL VECTORIAL OCW-ULL 2011/12
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(b) Sea ®(x,y) la funcién potencial del campo F. Integrando miembro a miembro respecto de x la ecuacién

aj — 6Xy2 o y3
ox

resulta ®(x,y) = 3x>y> — xy® + @(y). Si ahora imponemos que

0P
N = 6x%y — 3xy” + @/ (y) = 6%y — 3xy?

obtenemos ¢’(y) = 0y de aqui @(y) = K, donde K denota una constante arbitraria. Asf pues, ®(x,y) =

3x%y* — xy> 4+ K. Concluimos que

/F ds = D(3,4) — ®(1,2) = 240 — 4 — 236,
C

OCW-ULL 2011/12 CALCULO INTEGRAL VECTORIAL
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7. Problema 7

(a) Demostrar que el campo vectorial F(x,y,z) = (senx, y?, %) es conservativo.

(b) Suponiendo que F representa un campo de fuerzas, hallar el trabajo efectuado por F para desplazar una
masa unidad del punto (0, 1,0) al punto (0,0,1).
4

Solucion: (b) e — 3

RESOLUCION.

(a) Por inspeccién se advierte que una funcién potencial de F en R3 es
1 3
P(x,y,z) = —cosx+ 3 +é,

pues claramente satisface V@ = F.

(b) Consecuentemente, el trabajo pedido es igual a la diferencia de potencial

4
©(0,0,1) ~®(0,1,0) = e~ 3.

CALCULO INTEGRAL VECTORIAL OCW-ULL 2011/12
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8. Problema 8

¢(Para qué valores de a € R el campo vectorial F(x,y,z) = (axy —z°, (a —2)x%, (1 —a)xz?) es el gradiente

de una funcién potencial? Para esos valores, calcular la funcién potencial.

Solucion: a=4; ®(x,y,z) =2x>y—xz>+C.

RESOLUCION. Si F es un campo gradiente entonces rot F' = 0. Imponiendo esta condicién encontramos que

se debe tener:

d(a—2)x*] 2[(1—a)xz?]

dz dy ’

d(axy—2") _ d[(a—2)’]

dy ox ’

[(1—a)xz?]  d(axy—2°)
ox dz '

La primera ecuacién no aporta ninguna restriccién sobre a. La segunda se traduce en que ax = 2(a — 2)x, de
donde (dada la arbitrariedad de x) deducimos que a = 4. De la tercera se sigue que (1 —a)z> = —3z2, y (ahora
por la arbitrariedad de z) inferimos nuevamente que a = 4.

Para a = 4 es F(x,y,z) = (4xy — 2°,2x*, —3xz%). Llamando ® a la funcién potencial de F, debemos tener

F = V®. En particular,
od

= =242
dy x

Integrando esta expresion término a término respecto de y resulta
D(x,y,2) = 2%y + (x,2). (M

Para determinar ¢, derivamos (1) respecto de x e imponemos que esta derivada coincida con la primera

componente de F:

%—ZI: =4dxy+ 3—(5 =dxy—2°.
De aqui,
Integramos ahora término a término respecto de x para obtener ¢(x,z) = —xz> + ¥(z), e incorporamos esta
expresion a (1):

®(x,y,2) = 2x°y —x2° + y(2). 2)

OCW-ULL 2011/12 CALCULO INTEGRAL VECTORIAL
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Finalmente, derivamos (2) respecto de z imponiendo que esta derivada coincida con la tercera componente de
F:
0P

oP _ L 2 N a2
5z 3xz"+ v (2) 3xz7,

lo que proporciona y(z) = C, siendo C una constante arbitraria. Insertando esta expresién en (2) concluimos

que la funcién potencial de F es ®(x,y,z) = 2x%y —xz> +C.

CALCULO INTEGRAL VECTORIAL OCW-ULL 2011/12



12/24 I. MARRERO

9. Problema9

Calcular

/C(x2 —y2) dx+ (y* —xz) dy — xy dz

a lo largo de cualquier curva uniendo el origen de coordenadas con el punto P(1,1/2,1/2).

1
Solucion: —.
olucion: =

RESOLUCION. Pongamos
P(x,y,z) =x"—yz, Qxyz2) =y —xz, R(xyz)=-xy ((xyz)€R).

Entonces

oP 20 90 OR IR 9P

Sl Ul ,2) € RY).
dy ‘T 9z * dy’ dx Y7oz (r2.2) )
Como R3 es simplemente conexo, el campo F = (P,Q, R) admite funcién potencial o, equivalentemente, tiene

una integral de linea independiente del camino.

Se abren ahora dos opciones:

= Determinar la funcién potencial ® = ®(x,y,z) y calcular la integral como la diferencia de potencial entre

el extremo y el origen de la curva. Por el procedimiento habitual encontramos que

3 3
X
D(x,y,2) = 3 *Xszryg +K,

donde K representa una constante arbitraria. La integral pedida es entonces

11 I 1 1 1
P(1,-,- ) —-9(0,00)==—-4+—=-.
<’2’2> (0,0,0) 3 424 8

= Calcular la integral a lo largo de cualquier camino C que una los puntos considerados, por ejemplo

ot)=(t,t/2,t/2) (0<t<1).Para0<r<1:

2 2 2 2 2 2 2
= (4.52). w0 (142). T 282

OCW-ULL 2011/12 CALCULO INTEGRAL VECTORIAL
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Por tanto, la integral pedida vale

3 1 1
/(xz—yz)dx+(y2—xz)dy—xydz:7/ 2di=—.
c 8 Jo 8

CALCULO INTEGRAL VECTORIAL OCW-ULL 2011/12
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10. Problema 10

Sea v la circunferencia (x —2)? +y? = 4, orientada positivamente. Usar el teorema de Green para calcular

/) (x> +2y°) dy.
Y

Solucion: 16m.

RESOLUCION. El circulo D encerrado por ¥ (Figura 4) puede ser descrito en coordenadas polares mediante

las ecuaciones x =2+ rcos0, y =rsen6, con |J(r,0)|=r (0< 0 <27, 0<r<2).

Figura 4.

Por tanto,

: -9
2 3 2 3
2 [ L (242
peeaay =[] 2@ r2) aray

= 2//xdxdy
D
21 2

- 2/ de/ F(2+ reos ) dr

0 0

27 2
= 2/ d9/ (2r+r?cos0) dr
Jo Jo

= lé6m.

OCW-ULL 2011/12 CALCULO INTEGRAL VECTORIAL
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11. Problema 11

Evaluar

ﬁ) yvdx+xdy
C

a lo largo de la curva cerrada C compuesta por el primer cuadrante de la elipse 9x> + 16y*> = 144 y el segmento

rectilineo que une los puntos (0,3) y (4,0):
(a) directamente;

(b) mediante el teorema de Green.

Solucion: 0.

RESOLUCION. La Figura 5 representa la curva C'y el recinto D que encierra.

gfax

Figura 5.
(a) La curva C se compone de dos tramos: el segmento rectilineo Cy, y el cuadrante de elipse C,. Una

parametrizacién de Cy es xi(t) =1, yi(r) =3 —3t/4 (0 <t <4). Ya que x|(r) = 1, y|(t) = —3/4

(0<t<4),y setiene

encontramos que

. 4 3 32 4
/ydx—i—xdyz/ (3—’) dt=[3t—t] —12-12=0.
Jo Jo 2 4 1,

Una parametrizacién de C; es xp(t) = 4cost, y»(t) = 3senr (0 <t < 7/2). Ya que x}(t) = —4sent,

CALCULO INTEGRAL VECTORIAL OCW-ULL 2011/12
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y(t) =3cost (0 <t <m/2),y se tiene
(3sent,4cost) - (—4sent,3cost) = 12cos2t (0 <t < g) ,

encontramos que
/2

/2
/ ydx+xdy= 12/ cos2t dt = 6sen2t =0.
(e} 0

0

Consecuentemente,
}6 ydx+xdy=/ ydx+xdy+/ydx+xdy:0.
C Cy G

(b) El teorema de Green establece que

ﬁcydﬁxdy:ﬁcpdwgdy://D <‘;§3§> dxdy://D(lfl)dxdy:O.

OCW-ULL 2011/12 CALCULO INTEGRAL VECTORIAL
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12. Problema 12

Se considera la region plana R = {(x,y) € R? : x? +y* < 2x, x> +y* > 2}.
(a) Hallar el drea de R por integracién doble.
(b) Sea C la curva frontera de R, orientada positivamente. Determinar la longitud de C.
(c) Usar el teorema de Green para obtener el drea de R mediante una integral de linea.

(d) También mediante el teorema de Green, evaluar la integral de linea

ﬁC(ny —y2) dx+ (x2 +y) dy.

Solucién: (a), (c) 1; (b)n<1+\1@); (d)0.

RESOLUCION. La ecuacién x*> +y?> < 2x corresponde al circulo de centro (1,0) y radio 1, mientras que la
ecuacion x* 4+ y> > 2 representa el exterior de la circunferencia de centro en el origen y radio v/2. Se trata
por tanto de hallar el drea encerrada por la circunferencia x> + y> = 2x que es exterior a la circunferencia

x* 4+ y? = 2 (Figura 6). La interseccién de ambas circunferencias se produce en los puntos (1,=£1).

Figura 6.

(a) Calculamos el drea pedida efectuando un cambio a polares: x =rcos 0,y =rsen0, |J(r,0)| =r, -1 /4 <

0 <m/4, V2 < r<2cos6, de modo que

m/4 2cos0 1 rm/4 1 /4
// dxdy:/ dG/ rdr:f/ (400529—2)d9:fsen29 =1
R —m/4 V2 2J)_n/a 2 —n/4

CALCULO INTEGRAL VECTORIAL OCW-ULL 2011/12
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(b) Sea C la curva frontera de R, con orientacion positiva. Escribimos C = C; — C;, donde C; estd parametri-

zada por 71 (1) = (1+cost,sent) (—m/2 <t < w/2) y C; por 72 (t) = v/2 (cost,sent) (- /4 <t < w/4).

).

Entonces

Fol=1 (Z<i<D), [Aol=vi (Fsis

&1

Se concluye que

/2 /4 1
/ds:/ds+ ds:/ dt+\/§/ dt:n(H—)-
Je q o Y J-n/4 V2

(c) En lanotacién de (b), el teorema de Green asegura que el drea de R es igual a

| ', |
- xd—dx:f/xd—d—f/xd—dx.
Z.ﬁc Y 2 Je Y 2 Jo, Y

Valiéndonos de las mismas parametrizaciones que en (b), encontramos que:

/2 T/2
/ xdyfydx:/ (—sent, 1 +cost) - (—sent,cost) dt:/ (1+cost)dt=m+2
C, —x/2 —x/2

/4 n/4
dt

/ xdy—ydx=2 (—sent,cost) - (—sent,cost) dt:2/ =7.

Cy —77,'/4 7[/4

Por consiguiente,

1 1
f/xdy—ydx: ~[(r+2)—n]=1.
2 Jc 2
(d) El teorema de Green establece que
2 2 d J 2
ﬁ (2xy—y7)dx+ (x"+y)dy= // — (" +y)— =—(2xy—»y°) dxdyzZ//ydxdy.
c R | dx dy R
Puesto que R es simétrico respecto de y = 0 (eje OX) y el integrando es impar en y, concluimos que

jéc(ny —y}) dx+ (x* +y) dy =0.

OCW-ULL 2011/12 CALCULO INTEGRAL VECTORIAL
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13. Problema 13

Calcular el 4rea de la regién D del primer cuadrante comprendida entre las curvas y* = 2x, 2x +y = 20,

y=0:
(a) mediante una integral doble;

(b) mediante una integral de linea.

76
Solucion: 3

RESOLUCION. La regién D puede verse en la Figura 7.

gy 2

giex

Figura 7.

(a) Considerando D como regién de tipo II:

4 (20—)/2 4 y )2 vyt 76
D= d dx = 00—z ——|dy=|10y————| =—.
/0 y/yz/z * /o< 2 2) Y { Y% 6}0 3

(b) Aplicaremos el teorema de Green escribiendo la integral de drea como la integral de linea de una forma

diferencial P dx+ Q dy elegida de manera que

99 _oP _,
ox dy

Si, por ejemplo, tomamos Q(x,y) = x, P(x,y) = 0, se tiene

o1 (-2 =

donde 7y denota la frontera de D con orientacién candnica. Para calcular esta dltima integral escribimos

Y= +7 + 73, donde i, 75 y 13 denotan los tramos de 7 situados sobre las curvas y> = 2x, y =0y

CALCULO INTEGRAL VECTORIAL OCW-ULL 2011/12
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2x+y =20, respectivamente. Parametrizamos estos arcos de la siguiente manera:

2
—71(0:([2%)7 N =@1) (0<1<4);

) =(,0), %E)=(01,0) (0<1<10);
T3(t) = (10—1,21), 730):(_]72) (0<r<2).

Ahora:

| = /7/xdy:—/04(0,t22>-(t,l)dt+/()lo(0,t)~(1,0)dt+/02(0,10—t)-(—1,2)dt

442 2 374

t 2
= — [ —drt 20-2)dt = — |— 20t —1t*] =40—4—
0 2 + 0( ) |:6:|0+[ ]0

32

3

76

3

OCW-ULL 2011/12 CALCULO INTEGRAL VECTORIAL
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14. Problema 14

Sea R la region plana limitada por las curvas
)cz—y2 =1, xz—y2 =9, x+y=4, x+y=6.

Mediante el cambio de variables u = x+y, v = x —y se transforma R en otra regién 7.
(a) Calcular el area de R utilizando T.

(b) Siendo C la frontera de R recorrida en sentido positivo, calcular el valor de la integral de linea
}6 (x2 —yz) dx+ (x2 —4) dy.
c

3
Solucion: (a) 41n§; (b) 16.

RESOLUCION. El recinto R se muestra en la Figura 8.

6

ejex
Figura 8.

(a) El cambio propuesto transforma las hipérbolas x> — y> = 1, x> —y?> = 9 en las hipérbolas uv = 1, uv =9,
mientras que las rectas x+y = 4, x+y = 6 son transformadas en las rectas verticales u = 4, u = 6,

respectivamente. Por tanto,

1
T:{(u,v)€R2:4§u§6,§v§9},

u u

una regién de tipo I. En valor absoluto, el jacobiano del cambio es |J(u,v)| = 1 /2. Aplicando el teorema

CALCULO INTEGRAL VECTORIAL OCW-ULL 2011/12
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del cambio de variables obtenemos:

1 1 6 9/u
|R|:// dxdy:f// dudv:f/ du [ dv=4inu
R 2J)Jr 2 J4 1/u

(b) Estamos en condiciones de aplicar el teorema de Green. Para resolver la integral doble que resulta

6
6 3

4

usaremos el mismo cambio de variable anterior:

ﬁc(xz—yz)dx+(x2—4) dy = //R L;?x(xz—4)—aay( 2—yz)} dxdy:2//R(x+y)dxdy

6 9/u 6
//ududv:/ udu dv:8/ du = 16.
T 4 1/u 4

OCW-ULL 2011/12 CALCULO INTEGRAL VECTORIAL
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15. Problema 15

(a) Justificar la siguiente afirmacion: si P, Q son derivables con continuidad en un dominio triplemente
conexo R C R? y si dP/dy = dQ/dx en R, entonces existen a lo sumo siete valores posibles distintos

para las integrales

/Dde—i—Qdy
C

tomadas sobre curvas de Jordan regulares a trozos C situadas en R.

G
@ R @
Figura 9.

(b) Obtener todos esos posibles valores en el dominio de la Figura 9, si se sabe que
L = Pdx+Qdy=3, 12:}6 Pdx+Qdy=-—1.
Cy G

Solucién: (b) £3, F1, +2, 0.

RESOLUCION.

(a) Supongamos que R es un dominio triplemente conexo con dos agujeros H; (i = 1,2). Sea C una curva de
Jordan regular a trozos en R, y sea C; una curva de Jordan regular a trozos en R, positivamente orientada,
que rodea H; (i = 1,2) sin intersectar C. Supongamos que la integral a lo largo de C; vale a; (i = 1,2).
Por el teorema de invariancia de la integral de linea por deformacién del camino, las posibilidades son

las siguientes:
» Crodea H; pero no H,. Entonces la integral a lo largo de C vale a; si la orientacién de C es positiva,
y —aj si es negativa.

= Crodea H, pero no H;. Entonces la integral a lo largo de C vale a5 si la orientacion de C es positiva,

y —ap si es negativa.

= C rodea H; y H,. Entonces la integral a lo largo de C vale a; +a, = b si la orientacién de C es

positiva, y —b si es negativa.

CALCULO INTEGRAL VECTORIAL OCW-ULL 2011/12



24/24 I. MARRERO

= Cnorodea H; ni H,. Entonces la integral a lo largo de C con cualquier orientacién vale 0.

(b) De acuerdo con lo anterior, los siete valores posibles son: +3, F1,42,0.
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