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1. Problema 1

Hallar el drea de la porcion de la superficie S : z = x? + (y — 1)? comprendida entre los planos z = 1, z = 4.

Solucion: g (17\/ﬁ75\[5).

RESOLUCION. Podemos parametrizar S (Figura 1) mediante 7(x,y) = (x,y,x> + (y — 1)?) ((x,y) € D), donde

D:{(x,y)6R2:1§x2+(y—1)2§4}.

Figura 1.

El correspondiente producto vectorial fundamental es

Jr dF
a X jy = (_2)6,—2()7— 1)71)7

cuya norma vale /1 +4x2 +4(y — 1)2.

Consecuentemente,

si= /[

Resolvemos esta integral mediante un cambio a polares, x = rcos0, y = 1+ rsen8, [J(r,0)|=r (0< 6 <

or 97
dx  dy

dxdy:// V1432 £4(y— 1)2 dx dy.
D

27, 1 <r <2), obteniendo:

27 2
// \/1+4x2+4(y—1)2dxdy=/ de/ r\/1+4r2dr:g<17 17—5\6).
D 0 1
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2. Problema 2

Calcular

ffes

donde S es la superficie definida por las condiciones 2x = y*> — 72, y> 47> < 4.

Solucion: 0.

RESOLUCION. Podemos parametrizar S (Figura 2) mediante

?(%Z): <;(y2—zz),y,z) ((y,z)ED),

donde D = {(y,z) € R?:y? + 22 <4}.

Figura 2.

El correspondiente producto vectorial fundamental es

~.|

i
or Ir _
dy az | ?

-z 0 1

k
1 0 :(17—)@2)7

cuya norma vale /1 + y% + z2. Consecuentemente,

Jleas= [l

Puesto que el integrando es impar en z y D es simétrico respecto a z = 0, se concluye que esta integral es nula.

o oF
dy 0z

dydz://Dz\/1—|—y2—i—z2 dy dz.

O
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3. Problema3

Sea S el tronco del paraboloide z = 4 — x> — y? situado por encima del plano z = 0. Calcular el flujo del

campo F (x,y,z) = (x,y,z) a través de S.

Solucion: 24mw.

RESOLUCION. Podemos parametrizar S (Figura 3) mediante 7(x,y) = (x,y,4 —x*> —y?) ((x,y) € D), donde

D={(x,y) e R*: ¥* +y* <4}.

Figura 3.

El correspondiente producto vectorial fundamental es

JF JF
axaiy:(zxvzyvl) (()C,y)ED),

asi que, sobre D,

— Jr  oF
F(x,y,2)- (ax X ay) = (03,2) (26,20, 1) =22 42 +2=22 42" + (4— 2> —))) =4+ +)".

Mediante un cambio a polares, x = rcos 0,y =rsen8, |J(r,0)| =r (0 < 0 <2m, 0 < r <2), ya obtenemos:

2 2
//F dS://(4+x2+y2)dxdy:/ d9/ (44 2)r dr = 24n.
S D 0 0
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4. Problema4

Sea C la curva interseccién de la esfera x> +y?> +z> = 9 y el plano x4z = 3.

(a) Utilizando el teorema de Stokes, transformar la integral de linea
/Cy dx+zdy+xdz

en una integral de superficie y hallar su valor.

(b) Verificar el resultado calculando directamente la integral curvilinea.

Solucion: — 9_717

V2

RESOLUCION.

(a) Lainterseccion de las superficies x*> +y*> +z> =9y x+z = 3 es la elipse C de ecuacién 2x> — 6x+y> =0,

0, en forma canodnica,
@322 ¥
(3/2  (3/v2)?

a altura z = 3 —x (Figura 4).
El teorema de Stokes asegura que la integral de linea buscada coincide con el flujo del rotacional del

campo vectorial F(x,y,z) = (y,z,x) a través de la porcién S del plano z = 3 — x encerrada por C, siempre

que las orientaciones consideradas en S y C sean compatibles.

Figura 4.

Consideraremos S orientada en el sentido de la normal cuya tercera componente es positiva. Esta orien-

tacion se corresponde con la de C que deja S a la izquierda al ser recorrida.

OCW-ULL 2011/12 CALCULO INTEGRAL VECTORIAL
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(b)

Se obtiene fécilmente que rot F = —(1,1,1).

Por otra parte, podemos parametrizar S mediante 7(u,v) = (u,v,3 —u) ((u,v) € D), donde

D={(x,y)eR2:(x_3/2)2 Y <1}.

+ <
(3/2)*  (3/v2)?
El producto vectorial fundamental correspondiente a esta parametrizacion es

8? or

EW 81/ =(1,0,1) ((u,v) € D);

en particular, la parametrizacién preserva la orientacion.

Consecuentemente,

rotF-(arxar> =-2 ((u,v) € D).

Haciendo uso de la férmula para el drea encerrada por una elipse, se concluye que

oF  JF om
/ydx+zdy+xdz—//r0tF ds = //rotF <8u 5 )dudv- —2|D| = 7

Parametrizamos C mediante

3 3
o) = <2(1+cost),ﬂsent,(1cost)) (0<t<2m)
Entonces:
— 3 3
Fla(r)] = —2$en E(l—cost) =(1+cost) (0<t<2nm),
3
’(t)z( 5 sent, \fcost,zsent> (0<t<2n)
Sigue que
o 9 9 9
Fla()]-a'(1) = — 7+7cost+fsent+zsentcost (0 <r<2m).
Por tanto,
[ydv+zdy+xd —/Mf[ﬁ(t)] @) di= ——— 2= —2F
Je” cay = 22 V2

CALCULO INTEGRAL VECTORIAL OCW-ULL 2011/12
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5. Problema5

Siendo C la curva interseccién de las superficies 2x> 4+ 2y> = z2 y z = y + 1, utilizar el teorema de Stokes

para calcular la integral de linea

/C(y— l)dx—i—zzdy—i-ydz.

Solucion: —nﬂ.

RESOLUCION. La interseccién de las superficies 2x> +2y> = 22 y z =y + 1 es la elipse C de ecuacién

a altura z = y+ 1 (Figura 5).

Figura 5.

El teorema de Stokes asegura que la integral de linea buscada coincide con el flujo del rotacional del campo
vectorial F (x,y,z) = (y— 1,2%,y) a través de la porcién S del plano z = y+ 1 encerrada por C, siempre que las
orientaciones consideradas en S y C sean compatibles.

Suponemos que C se recorre dejando S a la izquierda y que, por tanto, S estd orientada segin la normal
cuya tercera componente es positiva.

Se obtiene fécilmente que rot F = (1 —2z,0,—1).

Por otra parte, podemos parametrizar S mediante 7(x,y) = (x,y,y+1) ((x,y) € D), siendo
—1)2
D= {(x,y) ERZ:xz—F% < 1}.

El producto vectorial fundamental correspondiente a esta parametrizacion es

Jor _JF

%% 9y = (0,-1,1)  ((x,y) €D);

OCW-ULL 2011/12 CALCULO INTEGRAL VECTORIAL
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7/20

en particular, la parametrizacion preserva la orientacién. Consecuentemente,

— (JF OF

Haciendo uso de la férmula para el drea encerrada por una elipse, se concluye que

/(y—1)dx+zzdy+ydz=//r0tf- dS:// rot F - <ar><ar> dxdy =
c s D dx  dy

—|D| = —nV2.

CALCULO INTEGRAL VECTORIAL
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6. Problema 6

Calcular el flujo del campo vectorial F(x,y,z) = (x,y,2z) a través de la superficie cerrada S que limita al

slido V = {(x,y,2) ER}: 0 <z <4242 -2y},
(a) directamente;

(b) mediante el teorema de Gauss.

Solucion: 167.

RESOLUCION. Se trata de calcular la integral

//SFdS.

Los dos procedimientos deben conducir al mismo resultado.
Obsérvese que S se compone de dos superficies: una porcién S| del paraboloide z = 4 — 2x* — 2y? («tapa»)

y una porcién Sy del plano OXY («fondo»), las cuales se suponen orientadas en el sentido de la normal exterior

a S (Figura 6).

[l

Figura 6.

(a) Parametrizamos por separado S;: 71 (x,y) = (x,y,4 —2x> —2y?) y S: 72 (x,y) = (x,,0) ((x,y) € D), con

D={(x,y) €R?: 2> +y* <2}

OCW-ULL 2011/12 CALCULO INTEGRAL VECTORIAL
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(b)

en ambos casos. Los respectivos productos vectoriales fundamentales son:

ory  dry 0ry 07

x X — E) = (4x,4y,1), x X —= 8y =(0,0,1) ((x,y) € D).

Notese que 71 preserva la orientacidn, pero 7, la invierte.

Se tiene

/ F.ds :// (x,3,8 — 4% — 4y?) - (4x, 4y, 1) dx dy = 8|D| = 167,
s JJp

/ FdSy — // ,3,0)-(0,0,1) dx dy =0,
//f-dsz// f-dsl+/ F-dS, — 167.
JJs JJS Ay

Ya que div F = 4, sigue del teorema de Gauss que

[[Fas=s [[] axava

Para calcular la integral triple empleamos un argumento «tapa-fondo», efectuando un cambio a coorde-

y finalmente

nadas polares: x = rcos 6,y =rsen8, |J(r,0)| =r,0< 6 <2x, 0 < r < /2. Entonces

. 27 V2 1 V2
//F-dS:4/// dxdydz:4/ de/ (4—2r2)rdr:8n[2r2—r4} — 167
JJs JJ v Jo Jo 2 1y

CALCULO INTEGRAL VECTORIAL OCW-ULL 2011/12
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7. Problema 7

Se consideran las superficies
S ={(x.yz) € RY:x24+y*—22=1,0<z< 2},

2= {(x,y,z) eRY:x*+y* <5, Z:e,x27y2+2_675}7
S3={(xyz) eR :x*+y* <1,z=0}.
Determinar:
(a) el dreade Sy +S3;

(b) //f-dS, donde F(x,y,7) = 2(x,y,2) y S = S1 + S>.
JJs

T
\ﬁln@ —2V2);

Solucién: (a) 77 — (b) 27 (17 — 18¢75).

RESOLUCION.

(a) Las superficies S, S y S3 son, respectivamente, la superficie lateral, la «tapa» y el «fondo» del sélido

de la Figura 7.

La superficie S3 es el disco unidad del plano OXY, de modo que |S3| = 7. Para calcular |S;| parametri-

zamos S; mediante 7(u,v) = (ucos vyusenv,vVu? — 1) ((u,v) € D), donde

D:{(u,v)ERz:1§u§ﬁ,0§v§27r}.

El correspondiente producto vectorial fundamental es

i Jj k
dF OF u w*cosv  u*senv
E><a—V: cosV senv - _(_\/u2—17_\/u2—1’u
—usenv ucosvy 0

cuya norma vale

ar  or
Jdu’  Jdv

[ ut [ u? / 1
- u271+u2:u u271+1:u 2+u2—1

) (e

((u,v) € D).

OCW-ULL 2011/12
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Por tanto,

or X 8rH du dv

S = ds, = —_—
il /51 ! //D du  dv
1 21 Vs 1
= //u1/2+ dudv:/ dv/ Ui/ 2+ ——— du.
D ur—1 0 T T

Efectuando el cambio de variable

obtenemos
" 2 ! d - £ d
\[24+ 55— du= ———— dt.
/1 " Jr142—1 " /3/2 (12 -2)2

Integrando ahora por partes encontramos que

/ 1 PR +1/ dt
(12—-2)2 o 22-2 2) 122
B 1 ¢ n 1 /( 1 1 )dt
o222 42 \i—v2 1+V2
1 ¢ 1 r—2
= -5 + In f—!—C,
2122 42 |t+V2
donde C es una constante arbitraria. Consecuentemente
V5 1 1 3-2V2 1
/ w2 du=3— w322 5 5 00,
I u?—1 42 |3+2V2 2V2

asi que

151 = 67 — \%m@—zﬁ).

Figura 7.

CALCULO INTEGRAL VECTORIAL OCW-ULL 2011/12
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Concluimos:
T
|S1+83] =7m — ﬁln(3 —2V2).
(b) Es claro que, con cualquier orientacién de S3,
/ F-dS;=0.
$3

Como div F = 6, el teorema de Gauss entrafia que

././Sf'dszt//zf-dzzw,

donde Sy £ = S1 + 52 — S5 tienen orientacion exterior y V denota el volumen del sélido que X encierra

(Figura 7). Efectuando un cambio a polares:
21 NG 21 Vs 17
V:/ dv/ u(e_”2+276_5) duf/ dv/ u\/uzldu77:<36e_5>.
0 0 0 1

Luego,

//SF~dS:27r(17—18e’5).

OCW-ULL 2011/12 CALCULO INTEGRAL VECTORIAL
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8. Problema 8

Se consideran el campo vectorial

— 1

F(x,y,z): )3/2 (x,y,z)

(2 +y*+22

y las superficies S, determinada por los puntos del paraboloide z = 2 — x> — y? tales que z > 1, y G, constituida

por el disco x> +y? < 1 enel plano z = 1.
(a) Probar que div F = 0.

(b) Utilizando el teorema de la divergencia, justificar que el flujo exterior de F a través de S es igual al flujo

exterior de F a través de ©.

(c) Calcular el flujo exterior de F a través de ©.

Solucion: (c) m(2—+/2).

RESOLUCION.
(a) Se tiene que
- 3 -5/2 -3/2
div F(x,y,z) = —3 (x2 +y? +z2) / (262 +2y* +22%) +3 (x2 +y? +Z2) /

—3/

= 3@+ 3@ +A) =0

Figura 8.

(b) Si se orientan S y ¢ de manera que la normal a ambas superficies tenga tercera componente positiva,
entonces X = S — o es una superficie cerrada con orientacion exterior (Figura 8). Denotando por V el

recinto que X encierra, el teorema de la divergencia permite afirmar que

J[Feas—[[ Fao~ [[Fax= [[[ avFarayaz=o,

CALCULO INTEGRAL VECTORIAL OCW-ULL 2011/12
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y de aqui
//f-dS://fwlo.
JJs c

(c) Parametrizamos ¢ mediante 7(u,v) = (ucosv,usenv,1) (0 <u <1, 0 <v <2x). El producto vectorial

fundamental correspondiente a esta parametrizacion es

or  dr
a—;xa—::(o,o,u) 0<u<l,0<v<2m).
Por tanto,

o 2 1 1 1 2u
‘//GF~d0':/0 dv'/o m(wcosv,usenv,1)~(0,0,u)du:7r/0 mduzﬂ@—ﬁ).

OCW-ULL 2011/12 CALCULO INTEGRAL VECTORIAL
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9. Problema9

Sea § la porcién de la semiesfera X2+ y2 +72 =4, z >0, situada dentro del cilindro x2 + y2 =1,y sea

F(x,y,z) = (xy,yz,x7). Calcular el flujo exterior del campo rot F a través de S:
(a) directamente;
(b) mediante el teorema de Stokes;

(c) mediante el teorema de Gauss.

Solucion: 0.

RESOLUCION.

Figura 9.

(a) Podemos parametrizar S (Figura 9) mediante 7(x,y) = (x,y,1/4 —x% —y?) ((x,y) € D), donde

D={(x,y) eR*: > +y* < 1}.

El correspondiente producto vectorial fundamental es

Jr _JF X y
axa_y_(\/4—)52—})27\/4—)62—))271) ((xvy)eD)7

que apunta hacia el exterior de la esfera y, por tanto, coincide con la normal exterior a ésta, 71. Por otra

parte, se obtiene facilmente que rot F = —(y,z,x). Asi
Fre—— 2
rot F-nn= PR y—x ((x,y) € D),

CALCULO INTEGRAL VECTORIAL OCW-ULL 2011/12
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de donde, mediante un cambio a polares,

x=rcosf, y=rsenb; |[J(r,0)|=r (0<6<2m,0<r<1),

obtenemos:

//rotf-ﬁdS // < —|—y—|—x> dx dy
N 4 x2—y?

27r
/ / (r COsesene—i—rsean—rcosG)rdr

(b) La interseccion de x> +y?> +z2 =4 (z > 0) y x> +y*> = 1 se produce en la curva x> + y* = 1 situada en

el plano z = /3, que denotamos C'y parametrizamos mediante

(1) = (cost,sent,\/3) (0 <t <2m),

con

a'(t) = (—sent,cost,0) (0<t<2m).

Notese que la orientacién de C coincide con la inducida por la normal exterior a S. En virtud del teorema

de Stokes,

51 \

al(t) dt

//Srotf.ds - /
v
I

costsent,/3sent, ﬁcost) - (—sent,cost,0) dt

/\/\

—sen’t + \/§sent) cost dt = 0.

(c) Como div rot F = 0, el teorema de Gauss proporciona la igualdad

//rotde://rotde,
JJs Jx

donde X es la porcién del plano z = /3 cortada por el cilindro x> +y? = 1, orientada de manera que la

normal al plano tiene tercera componente positiva.

OCW-ULL 2011/12 CALCULO INTEGRAL VECTORIAL
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Podemos parametrizar ¥ mediante G(u,v) = (ucosv,usenv,/3) ((u,v) € T), donde
T:{(u,v) eER?:0<u<l, O§v§27r}.

Se comprueba ficilmente que el correspondiente producto vectorial fundamental es (0,0, ). Por tanto
rot F - (0,0,u) = —u? cosy ((u,v) €T),

y, de aqui,

. . 2r 1
//rotf-dZ:—// u2cosvdudv:—/ cosvdv/ u? du=0.
JJs Jr 0 Jo

CALCULO INTEGRAL VECTORIAL OCW-ULL 2011/12
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10. Problema 10

Sea S el casquete del paraboloide z = x> + y? situado por debajo del plano z = x y orientado en el sentido

de la normal exterior, y sea F (x,,z) = (—xz,x,y?). Calcular el flujo

//rotf- ds:
s

(a) directamente;
(b) mediante el teorema de Stokes;

(c) mediante el teorema de Gauss.

T
Solucion: ——.
olucion: —-

RESOLUCION.

Figura 10.

(a) Podemos parametrizar S (Figura 10) mediante 7(x,y) = (x,y,x> +y?) ((x,y) € D), donde

p-femems(s-5) ereit

El correspondiente producto vectorial fundamental es
or _dr
— X =— = (—2x,—2y,1 ,¥) €D),
7 <y =) (y)eD)

que apunta hacia el interior del paraboloide; consecuentemente, la normal exterior es 77 = (2x,2y,—1)

((x,y) € D). Por otra parte, se obtiene facilmente que rot F = (2y, —x, 1). Luego

rot F-n=2xy—1 ((x,y) € D),

OCW-ULL 2011/12 CALCULO INTEGRAL VECTORIAL
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(b)

(©)

asi que

//S.rotf-ﬁdS:'//D(ny— 1) dx dy.

Resolvemos esta integral mediante un cambio a polares,

: 1
x:§+rcos9, y=rsenb,; |J(r,0)|=r (Og@an,Ogr§2>7

obteniendo:
o 1/2 1 -
//(2xy—1)dxdy:/ d9/ [2<+rcose> rsenG—l]rdr:—.
D 0 0 2 4

La interseccién de z = x> +y? y z = x se produce en la curva
_ 1
C: oc(t):§(1+cost,sent,1+cost) (0<t<2m),

con

1
a(t) = 5(—sent7cost, —sent) (0<t<2nm).

Noétese que la orientacién de C es la opuesta a la inducida por la normal exterior a S. En virtud del

teorema de Stokes,

//S.rotf.ds - _/Ozﬂﬂa(z)] (1) dt

1 2% (14cost)®> 1+4cost sen’t
0 & 2 4

) - (—sent,cost, —sent) dt

1 2 27

1 1 2=
(1+cost)2sentdt—2/ (14 cost)cost dt+§/ (1 —cos®t)sent dt
0 0

2r 1 (2w T
72/0 cosztdt:fg/o (1+0052t)dt:71.

Como div rot F = 0, el teorema de Gauss proporciona la igualdad

//rotde://rotde,
JJs Jx

donde X es la porcién del plano z = x cortada por el paraboloide z = x*> +y?, orientada de manera que la

normal al plano tenga tercera componente negativa.

CALCULO INTEGRAL VECTORIAL OCW-ULL 2011/12
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Podemos parametrizar ¥ mediante G (x,y) = (x,y,x) ((x,y) € D), donde, como antes,

D= {(x,y) eR?: (x—;>2+y2< i}

El correspondiente producto vectorial fundamental es

Jdo  Jdo
gxaiy:(_laoal) (()C,y)ED)

Por tanto

rot F-(1,0,—1) = (2y,—x,1)-(1,0,—1) =2y — 1 ((x,y) € D),

y de aqui

//zrotfdﬁz//D(Zy—l)dxdy.

Resolvemos esta integral mediante un cambio a polares,
1 1
x:E—i-rcosG, y=rsen0; |[J(r,0)=r 0<6<2m,0<r<—-],

obteniendo:

2 1/2 T
//(Zy—l)dxdyz/ d9/ (2rsen@ — 1)rdr=——.
D 0 0 4

OCW-ULL 2011/12 CALCULO INTEGRAL VECTORIAL
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