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Instrucciones

A continuacién se muestra una relacién de problemas resueltos sobre aplicaciones fisicas del cdlculo integral vec-
torial.

e Selecciona un enunciado en el menu de la derecha e intenta resolver el problema por tus propios medios.
e Pulsa en Resolucidn. para ver una forma de resolver el problema.

e Pulsa en » para continuar viendo la resolucién del problema.

Pulsa en M para regresar al enunciado del mismo problema, o usa el menu para seleccionar otro diferente.

Pulsa dos veces sobre el botén del mend para regresar a la dltima pagina vista.

e Pulsa sobre la imagen que acompafia a la resolucién de un problema para ampliarla o reducirla.
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Problema 1

Open
La temperatura de una placa es proporcional a su distancia al origen. Dicha placa se halla situada en la regién D = C‘R.g:ze
{(xay) eERZ:x2+y? < 25}- Sabiendo que en el punto (1,0) su temperatura es de 100°C, hallar la temperatura media Uil

de la placa.

Problema 1
0

1
Solucion: 03—0 °C.
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Problema 3
Resolucion. Problema 4
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Problema 1 Open

La temperatura de una placa es proporcional a su distancia al origen. Dicha placa se halla situada en la regién D = Cv%lél'“see
{(x,y) ER?: x> +y* < 25}. Sabiendo que en el punto (1,0) su temperatura es de 100°C, hallar la temperatura media ULL

de la placa.

000

Solucion: C. Problema 2

Problema 3
.z . . Problema 4
Resolucioén. Laregion D se muestra en la Figura 1.

Problema 5
Problema 6

Problema 7

Problema 8

Problema 9
Problema 10

Problema 11

Problema 12

. Probl 1
Figura 1. roblema 13

Problema 14
La funcién de temperatura es de la forma T (x,y) = ky/x% +y2 ((x,y) € D), donde k # 0 es una constante de pro-

porcionalidad. Como T(1,0) = 100 = k, encontramos que T (x,y) = 100+/x2 +y2 ((x,y) € D). Por otra parte, como es
bien conocido, el area de D vale 257.
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Efectuando un cambio a coordenadas polares: x = rcos 6,y =rsen8, con |[J(r,0)| =r (0 < 0 <2m, 0 <r <5),se

concluye que la temperatura media de la placa es

100 4 [2m 5 1000
— T dxdy=— [ do | rPdr=——.
257://1) (x,) dxdy n/o /or " 3

Problema 1




Problema 2 Open

Course
Ware
circulo. Determinar el centro de masa de la lamina. ULL

La densidad en cualquier punto de una lamina semicircular de radio a es proporcional a la distancia desde el centro del

- 3a
Solucion: (0, E) . Problema 1

Problema 2

Problema 3

Resolucion.
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Problema 2

Open
La densidad en cualquier punto de una lamina semicircular de radio a es proporcional a la distancia desde el centro del Cv%lél'“see

circulo. Determinar el centro de masa de la ldmina. ULL
Solucion: (0, ;Z) . Problema 1
Resolucién. Sin pérdida de generalidad situamos la 1dmina en el semiplano superior de un sistema cartesiano de modo Froblema s
que el centro del semicirculo coincida con el origen de coordenadas (Figura 2). La funcién de densidad es entonces de Froblema 4
la forma p(x,y) = kv/x*+y? ((x,y) € D), donde k # 0 es una constante de proporcionalidad. Problema 5
Problema 6
| Problema 7
Problema 8
D Problema 9

Problema 10

Problema 11

Problema 12

Figura 2.
Problema 13
Calculamos la masa de la Idmina D y sus momentos de primer orden efectuando un cambio a polares: x = rcos 0, Problema 14
y=rsenf,con |[J(r,0)|=r(0<0<m 0<r<a). Problema 15

El valor de la masa sera: Problema 16
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T a 3
///.t(x,y)dxdy:k/ d9/ rzdr:ka i3
D 0 0 3



Ya que D es simétrico respecto a x = 0 y el integrando es impar en x:

//Dx[.t(x,y) dxdy=0.

Por otra parte:

b1 a ka*
//yu(x,y)dxdy:k/ sen 6 de/ Pdr=—.
D 0 0 2 Problema 2

Se concluye que el centro de masa de la ldmina estd en el punto (0,3a/27).




Problema 3 Open
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proporcional al cuadrado de la distancia desde el eje OX para cualquier punto. ULL

Una lamina ocupa la parte del disco x> +y? < 1 en el primer cuadrante. Determinar su centro de masa si la densidad es

16
Solucion: T5n (1,2). Problema 1

Problema 2

Problema 3

Problema 4

Resolucion.
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Problema 3

Una ldmina ocupa la parte del disco x*> +y? < 1 en el primer cuadrante. Determinar su centro de masa si la densidad es

proporcional al cuadrado de la distancia desde el eje OX para cualquier punto.

16
Solucion: —— (1,2).
olucion 15717(,)

Resolucién. La funcién de densidad es de la forma u(x,y) = ky? ((x,y) € D), donde k # 0O es una constante de
proporcionalidad y D = {(x,y) € R? : x> +y> < 1, x > 0, y > 0} denota la 1amina en cuestién (Figura 3).

1

Figura 3.

Calculamos la masa de D y sus momentos de primer orden efectuando un cambio a polares: x = rcos 6,y =rsen0,
[J(rn0)=r(0<06<m/2,0<r<1).

El valor de la masa sera:
/2 1 k
//.U(x,)’)dxéiy:k/ senzGdG/ Adr="2
D 0 0 16
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Por otra parte:
/2 1 k
// xp(x,y) dxdyzk/ sen’6cos @ dG/ dr=—,
D 0 0 15

/2 1 k 1 2k
//Dyu(x,y)dxdy—k/o sen GdG/O rdr= IOB (2,2) 5

Se concluye que el centro de masa de la ldmina estd en el punto (16/157) (1,2).

Problema 3




Problema 4 Open
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lados del rectangulo. Se pide calcular las dimensiones a, b de éste para que el centro de masa de la figura completa ULL

Se yuxtapone un rectdngulo a un semicirculo de radio constante R, de modo que el didmetro coincida con uno de los

coincida con el centro del semicirculo. Se supone la densidad superficial u constante.

Problema 1
. 2
Solucion: a = R\/;, b=2R. Problema 2

Problema 3

Problema 4

Problema 5

Resolucion.

Problema 6
Problema 7
Problema 8
Problema 9
Problema 10
Problema 11
Problema 12
Problema 13
Problema 14
Problema 15

Problema 16



Problema 4

Se yuxtapone un rectdngulo a un semicirculo de radio constante R, de modo que el didmetro coincida con uno de los
lados del rectdngulo. Se pide calcular las dimensiones a, b de éste para que el centro de masa de la figura completa

coincida con el centro del semicirculo. Se supone la densidad superficial u constante.

2
Solucion: a= R\/;, b=2R.

Resolucion. Sea D la figura en cuestién, que situamos en un sistema de referencia cartesiano de manera que el centro

del semicirculo coincida con el origen y los lados del rectangulo sean paralelos a los ejes de coordenadas (Figura 4). La

longitud de la base del rectdngulo serd entonces b = 2R.

-a

Figura 4.
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Para calcular la altura a del rectdngulo impondremos que la ordenada del centro de masa de la figura completa sea Open
nula, con lo que resulta la condicién Course

Ware

R VR2—x2 1 /R 1 /4R3 ULL
//ydxdy:/ dx/ ydy:—/ (R2—x2—a2)dx:—<——2a2R>:0.
D —R —a 2J-R 2\ 3

Problema 1

De aqui, descartando la solucién R = 0, concluimos que a = Ry/2/3. Problema 2

Problema 3

Problema 4

Problema 5

Problema 6
Problema 7
Problema 8
Problema 9
Problema 10
Problema 11
Problema 12
Problema 13
Problema 14
Problema 15

Problema 16



Problema 5 Open
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pardbola y = x? y larecta y = 1, y con una densidad dada por la funcién p(x,y) = xy. ULL

Encontrar los momentos de inercia I, I, Iy para la 1amina D, siendo D la regién del primer cuadrante acotada por la

. 1 1 13
Solucion: I, = 10’ L=—, I= 30" Problema 1

Problema 2

., Problema 3
Resolucion.
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Problema 5

Encontrar los momentos de inercia Iy, Iy, Ip para la 1dmina D, siendo D la regién del primer cuadrante acotada por la

pardbola y = x? y larecta y = 1, y con una densidad dada por la funcién p(x,y) = xy.

1 13
Iyz— 102%.

Solucion: I, = 16’

E»

Resolucién. Laregion D se muestra en la Figura 5.

Figura 5.

1 v 1 /! 1
Ix://xydedyz/y3dy/ xdxz—/ y4dy=—,
D 0 0 2 Jo 10

1—//x3 dxd —/1 d/\/yx3dx—1/13d—1
v= || Fydvdy= | vy | =3 ) Y dr=1e

Se tiene:
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13

fo=l+l = .

Problema 5




Problema 6

Calcular el momento de inercia del recinto encerrado por la elipse b*x> 4+ a®y* = a*b?, z = 0 respecto al eje OY. Con-

sidérese la densidad superficial ( constante.

1
Solucion: I, = Za3bu7r.

Resolucion.

Problema 6




Problema 6

Calcular el momento de inercia del recinto encerrado por la elipse b*x> 4+ a®y* = a*b?, z = 0 respecto al eje OY. Con-

sidérese la densidad superficial ( constante.

1
Solucion: I, = Za3bu7r.

Resolucién. Sin pérdida de generalidad suponemos a,b > 0.

b

Problema 6

b
Figura 6.

Si D denota el recinto encerrado por la elipse en cuestion (Figura 6), se trata de calcular la integral

Iy:u//szdxdy.




Para ello efectuamos un cambio a coordenadas polares generalizadas: x = arcos 0, y = br sen8, con |J(r,0)| = abr
(0< 60 <2m, 0<r<1). Se tiene entonces:

2 1 1
I, =a’bu / cos’ 0 do / Pdr= Za3bu7t.
0 0

Problema 6




Problema 7

Hallar I, I, e I para el drea encerrada por la circunferencia de ecuacién polar r = 2( sen 6 +cos ).

1
Solucion: I, =1, = 510 =3m.

Resolucion.

Problema 7




Problema 7

Hallar I, I, e I para el drea encerrada por la circunferencia de ecuacién polar r = 2( sen 6 +cos ).

1
Solucion: I, =1, = EIO =3m.

Resolucidn. El drea D considerada es la encerrada por la circunferencia de centro (1, 1) y radio /2 (Figura 7).

Problema 7

Figura 7.

Efectuamos una traslacion del punto (1,1) al origen y un cambio a coordenadas polares: x —1 = rcosf, y—1 =
rsenf, [J(r,0)|=r(0<0 <27, 0<r< \/5) Suponiendo que la densidad es constantemente igual a 1, se obtiene:

2 V2 21 V2
Ix=//y2dxdy=/ de/ r(1+rsen6)2dr=/ dG/ (r42r* sen® +r* sen’0) dr = 3.
D 0 0 0 0




Por simetria:

Iy://xzdxdy:37r.
D

Iy=IL+1,=6m.

Finalmente:

Problema 7




Problema 8

Hallar el valor promedio de la funcién
1

x7y7z =
fo3) V142 +y2+22

en el interior de la esfera S = {(x,y,z) eER P+ 4+ = 1} .

3 3
lucion: — — =In|( 1 2.
Solucion \/i 2n( —|—\/_)

Resolucion.

Problema 8
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fl,y,z) = ULL
(2] V142 +y2+22

en el interior de la esfera S = {(x, »2) € R :x24+y>+72 = 1} . Problema 1

Hallar el valor promedio de la funcién

Problema 2

3 3
Solucion: 7§ —5 In (1 + \/§> Problema 3

Problema 4

.. . 3 5 5 . Problema 5
Resolucion. Sea R el sélido encerrado por S, esto es, R = {(x,y,z) € R® : x> + y? 47> < 1} (Figura 8), y sea V su

Problema 6
volumen.

Problema 7

Problema 8

Problema 9

Problema 10
Problema 11
Problema 12

Problema 13

Problema 14
Figura 8. Problema 15
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Como es bien conocido, V = 47/3. No obstante, podemos calcular V como una integral triple haciendo un cambio

a esféricas: x = pcosf sen@, y = p senB sen@, z = pcos@, con [J(p,0,¢0)| =p*senp (0< 6 <271, 0< ¢ <,

0 < p <1), de modo que

2 b2 1 4
V:///a’xdydzz/ dG/ sen(pd(p/ pldp=—=
R 0 0 0 3

Similarmente,

' dxdydz /2” / / /1 p?
do sen¢ d p=4r | ——d
./.[/,/Hx +y2 422 pav \/1+ VT 0 \/1+p? P

Integrando por partes:

/de p1+p2= [\J1+p2dp=py/1+ /W

De aqui

p’ dp
2/7d =p\/1+ 2—/7,
V14 p? p=r P V1+p?
2 17 d
/pizd ’; 1+p2—7/7‘02 p\/ —71n p+1/1+p2
VI+p J1tp

Consecuentemente,

1 2
p P
— = dp== 1 2
/0 e p=Syltp

o bien

1

.1
o V2 2

1
_ / 2
2ln<p+ 1+p>

1
0

1n(1+\f2).

ey

(@)

(€)
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En virtud de (1), (2) y (3), el valor promedio pedido es

1 dxdydz 3 3
— =—— —ZIn(1+v2).
V///Rw/l—}—xz—i—yz—kzz V2 2 ( )

Problema 8




Problema 9

2

Calcular la masa del sélido acotado por el cilindro x> 4 y? = 2x y el cono z2 = x> +y? si la densidad es U(x,y,z) =

Solucion: 3x.

Resolucion.

Problema 9




Problema 9 Open

Calcular la masa del sélido acotado por el cilindro x*> +y> = 2x y el cono z> = x> 4y si la densidad es u(x,y,z) = C&g:ze

Vo= uu

Solucion: 37.

2

Problema 1

Problema 2
Problema 3

Resolucion. Sea R el sélido en cuestion (Figura 9). Por simetria y paridad, para calcular la masa M de R es suficiente
Problema 4

cuadruplicar la masa M* de la porcién R* de R situada en el primer octante.
Problema 5
Problema 6
Problema 7
Problema 8

Problema 9

Problema 10

Problema 11
Problema 12

Problema 13

Problema 14
Figura 9. Problema 15

Problema 16

Para ello aplicamos un argumento «tapa-fondo», donde la «tapa» es el semicono z = /x% 42 y el «fondo» el
semidisco de centro (1,0) y radio 1 en el semiplano y > 0 del plano OXY .



Haciendo un cambio de variable a cilindricas: x = rcos0, y = r sen 6, z = z, con jacobiano |J(r,0,z)| =r (0 < 6 < Open
7/2,0<r<2cos0,0<z<r), encontramos que la masa M* de R* es Course

Ware

///R*u(x,y,Z) dxdy dz o

w/2 2cos 6 r /2 2cos 6 w/2 15 3
/ dB/ 2 dr/ dzz/ de/ = dr:4/ cos’ 6 d6 = 2B <-,-> =T Problema 1
0 0 0 0 0 0 2°2 4

Problema 2

M*

Por tanto, M = 4M* = 37. Problema 3
Problema 4
Problema 5
Problema 6
Problema 7
Problema 8

Problema 9
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Problema 11
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Problema 10

Se considera un semicono que forma en el vértice un dngulo de 60°. Hallar el centroide del volumen cortado en dicho

Open
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semicono por una esfera de radio 2 con centro en el vértice del cono. ULL

Solucién: (o, 0, % (2 + \/:7;) ) . Problema 1

Problema 2

.y Problema 3
Resolucion.
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Problema 10

Se considera un semicono que forma en el vértice un dngulo de 60°. Hallar el centroide del volumen cortado en dicho

Open
Course

Ware
semicono por una esfera de radio 2 con centro en el vértice del cono. ULl

Solucicn: <o, 0, % (2 + \@) ) . Problema 1

Problema 2

Problema 3
Resolucioén. Sea R el volumen en cuestién (Figura 10). Sin pérdida de generalidad suponemos que R tiene densidad

1.

Problema 4
Problema 5
Problema 6
Problema 7
Problema 8
Problema 9

Problema 10

Problema 11

Problema 12

Problema 13

1 eje ¥ 1

Problema 14
Figura 10.
g Problema 15
Si referimos R a un sistema de coordenadas cartesianas situdndolo en el semiespacio superior de manera que el Problema 16

vértice del cono coincida con el origen y su eje con el eje OZ, criterios de simetria y paridad muestran que su centroide

debe estar situado sobre dicho eje; por tanto, sélo necesitamos calcular la tercera componente. _



A tal fin, efectuamos un cambio a coordenadas esféricas, teniendo en cuenta que en este nuevo sistema de coorde-
nadas la ecuacién del semicono es ¢ = n/(3-2) = /6y la de la esfera, p = 2, por lo que las ecuaciones y el jacobiano
del cambio son:

x=pcosOsenp, y=psenOsen®, z=pPcosQ;
J(p.6,9)|=p*senp  (0<0<27,0<@<7/6,0<p<2).

No se pierde generalidad suponiendo que la densidad del sélido R es constantemente igual a 1 (su valor real no

afecta al célculo del centroide). En tal caso, la masa de R coincide con su volumen:

2T /6 2 8T
// dxdydzz/ dG/ sen(pd(p/ p2dp=—(2-3).
R Jo 0 0 3

/2 /6 2
///dedydz:/ dG/ sen(pcosq)d(p/ pldp=m.
R 0 0 0

Consecuentemente, el centroide de R es el punto (0,0, 3 (2 + \@) / 8).

Por otra parte,
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Problema 11

Determinar el centro de masa de un sélido con densidad constante que esta acotado por el cilindro parabélico x = y? y

los planos x =z,7=0,x = 1.

(5.5
Solucion: (7,0, 14>.

Resolucion.

Problema 11




Problema 11

Open
Determinar el centro de masa de un sélido con densidad constante que est4 acotado por el cilindro parabélico x = y* y Cv%g:see
los planos x =z,z=0,x = 1. UtLL
Solucion: (5 ,0, 5) . Problema 1
7714
Problema 2
Problema 3
Resolucion. Sin pérdida de generalidad suponemos que la funcién de densidad es constantemente igual a 1 (su valor Problema 4
real no afecta al célculo del centro de masa).
Problema 5
Problema 6
Problema 7
Problema 8
Problema 9

Problema 10

Problema 11

Problema 12

Problema 13

Figura 11.

Problema 14

Aplicando un argumento «tapa-fondo», el volumen del s6lido R en cuestion (Figura 11) resulta ser Problema 15
roolema

1 Vx X 1 4 Problema 16
// dxdydz:/dx/ dy/ dz:2/ xVxdx=—.
R 0 -z Jo 0 5
Inicio
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Seguidamente calculamos de forma andloga los momentos de primer orden de R. En primer lugar, Open
Course

1 4
xdxdyd :2/ P/xdx=—. Ware
///R Yz 0 v 7 uLL

Como R es simétrico respecto de y = 0 y el integrando es impar en y:
Problema 1

/// ydxdydz=0. Problema 2
R

Problema 3

Por ultimo, Problema 4

1 2
///dexdydzz/o xX*y/xdx = 7 Problema 5

Se concluye que el centro de masa esté en el punto (5/7,0,5/14). Froblema 6
Problema 7
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Problema 9
Problema 10
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Problema 12

Se considera el sélido homogéneo limitado por las superficies x> +y? = 4x, z = 0y x*> +y*> = 4z. Calcular sus momentos
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de inercia respecto a los ejes de coordenadas, expresdndolos en funcién de su volumen. ULL

55 175 80
EV’ I, = 1_8V’ I, = 3V. Problema 1

Solucion: I, =

Problema 2
Problema 3
Resolucion.

Problema 4
Problema 5
Problema 6
Problema 7
Problema 8
Problema 9
Problema 10
Problema 11

Problema 12

Problema 13

Problema 14
Problema 15

Problema 16



Problema 12

Se considera el sélido homogéneo limitado por las superficies x> +y? = 4x, z = 0y x*> +y*> = 4z. Calcular sus momentos

de inercia respecto a los ejes de coordenadas, expresdndolos en funcién de su volumen.

55 175 80
ion: I, = — I, =— L=—V.
Solucion: I 18V’ y 13 vV, I 9 \%

Resolucidn. Sea R el sélido en cuestion (Figura 13). Suponemos sin pérdida de generalidad que la densidad es

constantemente igual a 1.

Figura 13.

Por simetria y paridad podemos restringir el cdlculo del volumen y los momentos de inercia a la porcién de R situada

en el primer octante y duplicar luego el resultado. Aplicando un cambio a cilindricas estandar, resulta:

4cos 6 2 /4
// dxdydz—/ d@/ rdr/ dz
0
71:/2 4cos O /2 15
_42/ 4 _»p(Ll2)_3p
4/ / P dr cos' 0do 25 3

1
4
2
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Open

1 n/2 4cosf 2 /4 Course
I, = // (y2+zz) dx dy dz:/ dG/ rdr/ (r2 sen’6 +z2) dz Ware
2 R 0 0 0 ULl
/2 4cos 6 /4 /2 4cos 6 2/4
= / sen’6 d9/ P dr/ dz+/ dO/ rdr/ 2 dz
0 0 0 0 0 0 Problema 1
4 3
— 4_B § z _'_4_3 1 2 — 55_7[ Problema 2
3 22 3 2’2 6
Problema 3
Problema 4
1 /2 4cos 6 r2 4
-1, = /// X +2%) dx dy dz—/ d@/ rdr/ (r*cos? 0 +2%) dz Problema 5
2 Problema 6
/2 4cos 6 2 /2 4cos 6 2 /4
= / Coszede/ r dr/ dz+/ de/ rdr/ 2dz Problema 7
0 0 Problema 8
5.43 19 1757
- 3 B 279 6 Problema 9

Problema 10

Problema 11

) 5 /2 4cos 0 3 2 /4
///(x —l—y)dxdydz:/ de/ rdr/ dz
0

71:/2 4cos O 44 17 807 Problema 13
- 4 / / P dr= ( ) 3 Problema 14

Problema 15

N —
Pl
I

De las igualdades anteriores se infiere el resultado requerido.
Problema 16



Problema 13

Determinar el momento de inercia de una bola no homogénea de radio R y masa M respecto a un didmetro si la densidad

Open
Course

Ware
de cada punto es proporcional a la distancia del punto al centro de la bola. ULL

MR?
Solucion: .

Problema 1

Problema 2

Problema 3
Resolucion.
Problema 4
Problema 5
Problema 6
Problema 7
Problema 8
Problema 9
Problema 10
Problema 11
Problema 12

Problema 13

Problema 14
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Problema 13 Open

Course
Ware
de cada punto es proporcional a la distancia del punto al centro de la bola. ULL

Determinar el momento de inercia de una bola no homogénea de radio R y masa M respecto a un didmetro si la densidad

MR?

Solucion: Problema 1

Problema 2

Resolucidn. Sea B labola en cuestion, que centramos en el origen de un sistema de referencia cartesiano (Figura 12). ::::::j
Problema 5
Problema 6
Problema 7
Problema 8
Problema 9

Problema 10

Problema 11

Problema 12

Figura 12.
La funcién de densidad es entonces de la forma p(x,y,z) = kv/x% +y2 + 2% ((x,y,z) € B). Por simetria, no se pierde Problema 14
generalidad calculando el momento de inercia I, respecto al didmetro de B situado sobre el eje OZ. Problema 15

Problema 16



Aplicando un cambio a esféricas estdndar se tiene:

27 T R
M:k///\/x2+y2+zzdxdydz=k/ d(-)/ sen(pd(p/0 p>dp = knR*.
B 0 0

21 T R
L o= k///(x2~|—y2)\/x2+y2+z2dxdydzzk/ de/ sen3(pd(p/ 03 dp
B 0 0 0

6 2
_ knR B 2’1 _ 4AMR '
3 2 9

Problema 13




Problema 14

Dado el s6lido R de volumen V limitado por un semicono circular recto de radio a y altura A, se pide hallar:

Open
Course
Ware

(a) el centroide de R; ULL

(b) el momento de inercia de R con respecto al eje del cono. Problema 1
Problema 2

3 3
Solucion: (a) (X,5,2Z) = <0,0,Zh>; b I, = Etﬂv. Problema 3

Problema 4

Problema 5
Resolucion. Problema 6
Problema 7
Problema 8
Problema 9
Problema 10
Problema 11
Problema 12
Problema 13

Problema 14

Problema 15

Problema 16



Problema 14

Open
Dado el s6lido R de volumen V limitado por un semicono circular recto de radio a y altura A, se pide hallar: Cv%ngee

(a) el centroide de R; el
(b) el momento de inercia de R con respecto al eje del cono. Problema 1
Problema 2
Solucion: (a) (%,5,2) = <0, 0, 3h> L) L= V. Froblema 3
4 10 Problema 4
Problema 5
Resolucidn. Referimos R a un sistema cartesiano situdndolo en el semiespacio superior de manera que su vértice Problema 6
sea el origen de coordenadas y su eje, el eje OZ (Figura 14). Se pide calcular el centroide de R, lo que implicitamente Problema 7
proporciona el dato de que R tiene densidad constante k. Problema 8
Problema 9

Problema 10
Problema 11
Problema 12
Problema 13

Problema 14

Problema 15

Problema 16

Figura 14. Inicio

Volver




Sin pérdida de generalidad podemos suponer que k = 1, ya que el valor real de k no afecta al cdlculo del centroide y,
en caso de que fuese k £ 1, la expresion que obtendremos para el momento de inercia permaneceria valida sin mas que
reemplazar en ella el volumen por la masa. Aprovechando la simetria del recinto respecto del eje OZ podemos calcular
el volumen V de R cuadruplicando el correspondiente a la porcién de R situada en el primer octante. Para resolver la
integral triple que resulta haremos un cambio de variables a coordenadas cilindricas: x = rcos@, y =rsenf, z =z,
con |J(r,0,7z)| = r. Mediante semejanza de tridngulos (ver Figura 14) encontramos que la ecuacién del semicono en
coordenadas cilindricas es

r= gz7

h
de manera que los limites de integracién tras el cambio a las nuevas variables serdn: 0 < 0 < 7/2,0<r <a, hr/a <

z < h. Consecuentemente,

/2 a h a r 1
V:///dxdydz:4/ dG/rdr dzzZﬁh/r(l—f) dr = ~th?.
R 0 0 hr/a 0 a 3

(a) El centroide es el punto (X,¥,Z) cuyas coordenadas satisfacen

V?c:///xdxdydz, Vyz///ydxdydz, VZz///zdxdydz.
R R R

Al ser R simétrico respecto de los planos x = 0 e y = 0 y los correspondientes integrandos impares en x e y, respec-
tivamente, las integrales que comparecen en los segundos miembros de las dos primeras igualdades anteriores son
nulas; en otras palabras, X =y = 0, lo que coincide con nuestra percepcion fisica de que el centroide debe estar

situado sobre el eje OZ.
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(b)

Calcularemos ahora 7. Teniendo en cuenta nuevamente la simetria de R respecto de los planos x =0 e y = 0 junto
con la paridad del integrando en las variables x e y, y efectuando un cambio de variables a coordenadas cilindricas,

obtenemos
/2 a h a 72 1
Mxy:///zdxdydz:4/ dG/ rdr/ zdz:ﬂhz/ r<12) dr = -mh*a?,
R 0 0 hr/a 0 a 4
de donde | 3
Z: *Mxy = Zh

Se concluye que
3
(x,5,2) = (0, 0, 4h> .

Aprovechando de nuevo la simetria de R respecto de los planos x = 0 e y = 0 junto con la paridad del integrando
en las variables x e y, y efectuando un cambio a cilindricas en la integral extendida a la porcién de R situada en el

primer octante, encontramos que el momento de inercia de R respecto a su eje (eje OZ) es

2.2 n/2 a g h ¢ 4 r 1 . 3,
Iz:///(x +y)dxdydz:4/ d6/ r’dr dz:27rh/r (1_,> dr= —mha” = —a°V.
R 0 0 hr/a 0 a 10 10
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Problema 15

Hallar el centroide de un arco circular de radio r y dngulo central 26.

Solucion: (% , 0) .

Resolucion.

Problema 15




Problema 15

Hallar el centroide de un arco circular de radio r y dngulo central 26.

Solucion: <rs‘;ne,o).

Resolucién. Referimos el arco, C, a un sistema polar (equivalentemente, a un sistema cartesiano de modo que el
vértice y la bisectriz del dngulo subtendido coincidan con el origen de coordenadas y el semieje OX positivo, respecti-
vamente). Véase la Figura 15 para una representacién con r =2y 6 = 1/2.

2

gey 1

Figura 15.

Una parametrizacion para C es 0(t) = (rcost,r sent) (—0 <t < 0), con @ (t) = (—r sent,rcost) y [|[&'(t)| = r
(-6 <r<9).
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El arco tiene longitud

0 Open
L:/ ds:r/ dt =2r0. Course
C -6 Ware
Razones de simetria y paridad muestran que ull
2 o 2 o 2 2 0 Problema 1
/xds:r/ costdt:2r/ cost dt =2r" sen@, /yds:r/ sent dt = 0.
9 -6 0 c -6 Problema 2
Por tanto, las coordenadas del centroide son Problema 3
Problema 4
1 2r2sen® rsen 1
X=— [ xds= = , y=— [ yds=0. Problema 5
L Jc 2r@ 0 LJc
Problema 6
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Problema 8
Problema 9

Problema 10
Problema 11
Problema 12
Problema 13
Problema 14
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Problema 16

Calcular el momento de inercia de la superficie esférica x> 4 y* +z> = 9 respecto de uno de sus didmetros. Supéngase

densidad superficial ( constante.

Solucion: 216urm.

Resolucion.

Problema 16
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Problema 16

Calcular el momento de inercia de la superficie esférica x> +y* +z> = 9 respecto de uno de sus didmetros. Supéngase

Open
Course

Ware
densidad superficial ( constante. ULL

Solucion: 216urm.

Problema 1

Problema 2
Resolucion. Sea S la superficie esférica en cuestién (Figura 16). Froplema 3
Problema 4
Problema 5
Problema 6
Problema 7
Problema 8

Problema 9

Problema 10

Problema 11

Problema 12

Figura 16.

Problema 13
Por simetrfa, es suficiente calcular el momento de inercia de S respecto al eje OZ. Parametrizamos S mediante
Problema 14

7(u,v) = (3cosusenv,3 senusenv,3cosv) (0<u<2m 0<v<m). Problema 15
Problema 16




La norma del correspondiente producto vectorial fundamental es

2 T T
Iz:u//s(xz—i-yz) dS:81u/0 du/o sen’v dv = 162yn/0 sen’v dv =216um.

JdF Jr

Exm =9senv (0<u<2m 0<v<m).

Por tanto,

Problema 16
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