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1. Introduccion

1.1. Numeros exactos y aproximados
Definicion 1.1. En la resolucion de problemas aparecen dos tipos de niimeros: exactos y aproximados.
= Un nimero exacto A es el que tiene su valor real.

=  Un nimero aproximado a es el que difiere ligeramente del niimero exacto A y puede sustituir a A en

los cdlculos donde A intervenga.
Notacién: Si a es un niimero aproximado de A, escribimos a ~ A.

Definicion 1.2. Supongamos que a ~ A. Se dice que a aproxima a A por defecto (respectivamente, por

exceso), si a < A (respectivamente, si a > A). Se llama error al grado de proximidad entre A y a.

Mis adelante daremos una definicién més rigurosa del concepto de error.

1.2. Tipos de error

En la resolucién de un problema cabe distinguir dos fases, cada una de las cuales produce errores de
diferente naturaleza.
1.2.1. Fase L. Modelizacion del problema

Al formular un problema real en términos matematicos se cometen dos tipos de error.

= Error en los datos iniciales, proveniente de:

e Imprecision de los instrumentos de medida.

e Simplificaciones efectuadas por el modelo matematico considerado.
= Error del método: El procedimiento utilizado en la resolucién del problema no permite obtener mas que
soluciones aproximadas.
1.2.2. Fase II. Calculo efectivo de la solucion

En esta fase, el error es generalmente de un tnico tipo.

= Error de redondeo: Truncamiento de los datos iniciales, asi como de los resultados intermedios y finales

de las operaciones efectuadas.
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1.3. Redondeo

Definicion 1.3. Se entiende por redondear la accion de reemplazar un niimero dado por otro que tenga una

cantidad menor de digitos, de acuerdo con las siguientes reglas.

Reglas de redondeo (a n digitos)

i) Retener n digitos (contando de izquierda a derecha) y descartar el resto, completando con ceros las

posiciones de éstos en el niimero original.

it) Silos digitos descartados constituyen un niimero menor que media unidad decimal correspondiente al

ultimo digito conservado, entonces los digitos conservados no cambian (redondeo por defecto).

iii) Si los digitos descartados constituyen un niimero mayor que media unidad decimal correspondiente al

ultimo digito conservado, entonces éste se incrementa en una unidad (redondeo por exceso).

iv) Si los digitos descartados constituyen un niimero igual a media unidad decimal correspondiente al
ultimo digito conservado, entonces éste no cambia si es par o se incrementa en una unidad si es impar

(redondeo por defecto o exceso, respectivamente).

Ejemplo 1.4. Redondear los siguientes niimeros a tres digitos:

A =12.7852, A, =1394.261, A;=6.265001, Ay=147.5, As=148.5.

RESOLUCION. Conforme a las reglas de redondeo, obtenemos:

A =127852 — a =128,
A =394261 — a =394,
A3 =6.265001 — a3 =627,
Ay =1475 5 ay =148,
As = 148.5 —  as=148.

1.4. Problemas directo e inverso

La teoria de errores estudia, fundamentalmente, dos tipos de problemas:

= Directo: Determinar el error (grado de precision) del resultado, conocido el error (grado de precision)

de los datos.
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= [nverso: Averiguar con qué error (grado de precisién) hay que tomar los datos para obtener el resultado

con el error (grado de precision) deseado.

2. Errores absoluto y relativo

Comenzamos dando un significado matemaético a la Definicién 1.2.

Sean A un niimero exacto y a un nimero aproximado de A.

Definicion 2.1. Error e es la diferencia entre el niimero exacto A y el aproximado a:
e=A—a.
Definicion 2.2. Se llama error absoluto A, a cualquier cota superior de |e|:
|A—a|l <A,
Notacion: A =a=+A,.

Notese que

[A—a| <A, <<= a—-A<A<a+A,

Todo nimero decimal positivo a puede representarse como una fraccién decimal, finita o infinita, de la
forma

a=%(0n-10"+0p- 10"+ .+, 10" ), 2.1)

donde o; (i=1,2,...,n,...) son los digitos que forman el nimero, con ; # 0, y donde m representa el orden

decimal mds grande en el nimero.
Ejemplo 2.3. Representar el niimero 1905.0778 en la forma (2.1).

RESOLUCION. Se tiene:

1905.0778 = 1-10° +9-1024+0-10' +5-10°+0-10"' +7-1072+7-103 +8-10~*.
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En la representacion (2.1), cada digito o, ocupa una posicién decimal indicada por la potencia 10! que
lo acompaiia. Asi, en el ejemplo anterior, la posicién decimal del 9 es 103~2+! = 10% = 100, es decir, la centena.

El 8 ocupa la posicién de las diezmilésimas, ya que la potencia que lo acompaiia es 10°~3+! = 10~* = 0.0001.

Observamos que si el niimero aproximado a resulta de redondear el nimero
A=+ (0n- 10"+ 10" 4. 4 10" p gy - 1040 (0q > 0)
a n digitos segtn las reglas de la Definicion 1.3, entonces

A, <0.5-10"" L

Definicion 2.4. Se llama error relativo 6, al error cometido por unidad de niimero exacto:

e
5(1 = Z
Notacién: A = a(l=+6,).
En la préctica, ya que
A—a A—a A
64| = o~ —
=[5 |= 5 <
podemos tomar como error relativo
A
Oy =
la

Para expresar el error relativo como un porcentaje se multiplica por 100. Por tanto, para recuperarlo a partir
de su expresion porcentual se divide por 100.
El error absoluto da una estimacién cuantitativa de la aproximacion, mientras que el error relativo da una

estimacion cualitativa de la misma: la aproximacion es mejor (mds precisa) cuanto menor sea el error relativo.

Ejemplo 2.5. Un niimero exacto A estd en el intervalo [23.07,23.10]. Determinar un valor aproximado, el

error absoluto y el error relativo.

RESOLUCION. Elegimos como valor aproximado el punto medio del intervalo. Asi:

23.07+23.10
a=—"

—23.
5 3.085,
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23.10—-23.07

A—a| <
A—al < =

0.015=A,,
Aq
6= ﬂ =0.00064977....
a
Es costumbre redondear por exceso el valor del error a uno o dos digitos no nulos; podemos tomar, por

ejemplo, 8, = 0.0007 = 0.07 %. O

Ejemplo 2.6. Sea A = 35.148+0.00074. Determinar en porcentaje el error relativo del niimero aproximado

a=35.148.

RESOLUCION. Se tiene:

0= %\ = (;201(11784 =0.00002105 ~ 0.00003 = 0.003 %.
O
Ejemplo 2.7. Determinar el error absoluto del niimero aproximado a = 4.123, si 6, = 0.01 %.
RESOLUCION. Ya que &, = 0.0001, se verifica:
A, = |a|- 8, = 4.123-0.0001 = 0.0004123 ~ 0.0005 = 0.5-10.
O

Ejemplo 2.8. Averiguar en cudl de los siguientes casos la precision de la aproximacion es mayor:

13
Al = ) ~0.684, Ay;=V52~721.

RESOLUCION. Para determinar los errores absolutos tomamos los niimeros a; y a, con mas decimales:

% ~0.68421, V52~72111....
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Ahora:

A, =10.68421...—0.684| = 0.00021 ...~ 0.00022,

A4, =17.2111...—7.21]=0.0011... ~ 0.0012.

Calculamos los errores relativos:

A 0.00022
8y = —% = =0.000321...~0.00033 ~ 0.04 %
“ g 0.684 ”
A 0.0012
Sy =2 = =0.000166... =~ 0.00017 =~ 0.02 %.
|az | 7.21
La calidad de la aproximacién es mayor en el segundo caso, ya que su error relativo es menor. O

3. Cifras significativas validas

Definicion 3.1. Son cifras significativas de un niimero todas las situadas a la derecha del primer digito no

nulo (contando de izquierda a derecha), incluido éste.
Ejemplo 3.2. Los niimeros 0.001604 y 30.500 tienen cuatro y cinco digitos significativos, respectivamente.

Definicion 3.3. Sea
a=% (010" +0n- 10"+ 40 10" 4 10"+ L) (o > 0) (3.1)
un niimero aproximado. Se dice que o, es una cifra significativa valida o exacta de a si
Ay <0.5-10" 1

Una cifra no exacta se dice dudosa. Las cifras exactas situadas a la derecha del punto decimal se denominan

cifras decimales exactas.

Es importante observar que:

= Si o, es una cifra significativa vélida entonces el nimero de cifras significativas validas de a es al menos

n, ya que todas las cifras a la izquierda de ¢, también son vélidas.
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= Si @, es una cifra significativa valida, podemos tomar
A, =0.5-10""+!

como error absoluto y
0.5
- o - 1071

como error relativo.

= Reciprocamente, si

A, <0.5-10m "+

o bien
0.5
a S —7
(o +1)-1071

entonces ¢, es una cifra significativa vélida (y, por tanto, a tiene al menos # cifras significativas validas).

= Si a proviene de redondear A a n digitos entonces todas las cifras de a son validas.

Ejemplo 3.4. Se ha obtenido el nimero a = 23.10 al redondear cierto niimero exacto. ;Cudntos digitos

exactos hay en el niimero a?

RESOLUCION. Atendiendo a lo que acabamos de exponer, a tiene sus cuatro cifras exactas. g

Ejemplo 3.5. El niimero a = 23.071937 contiene cinco cifras exactas. Determinar su error absoluto.
RESOLUCION. Si a posee cinco cifras exactas, la que ocupa el tltimo lugar es la de la milésima; por tanto,
Ay =0.5-1073.

Obsérvese que en la representacion decimal (3.1) de a se tiene m = 1, y que el nimero de cifras exactas es

n=>5. O
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Ejemplo 3.6. El error absoluto del niimero a =705.1978 es A, = 0.3. Determinar qué digitos de a son exac-

tos y redondearlo dejando solo estos digitos. ;Cudl es el error absoluto del niimero aproximado resultante?

RESOLUCION. Ahora, m = 2. Imponiendo que

Ay =03<0.5-10>" =0.5.1037",

resulta:

o
w

2220.6 = 3—-n>0 = n<3.

5

1037}1 Z

=)

Tomamos entonces n = 3; es decir, a tiene tres cifras exactas. Redondeando a a tres digitos obtenemos la
aproximacién a = 705. El error absoluto total de esta aproximacion puede ser tomado como la suma del error

absoluto inicial y del error de redondeo:
[A—a|<|A—a|l+]a—a] <03402=0.5=A;.

Se concluye que A =705 40.5. O

Ejemplo 3.7. ;Cudl es el error relativo del niimero aproximado a = 4.176, si todas sus cifras son exactas?

RESOLUCION. En este caso, n = 4. Por tanto,

0.5 0.5 1

0= T =1.25:-10*~13-10*=0.013%.
-

T 4105 2-4-10°

También podemos calcular el error relativo de la siguiente forma. Como a tiene cuatro cifras exactas,

Ay =0.5-1073,

asi que

5 _ Aa _ 0.0005

] ~ 4176 =1.197...- 1074 ~1.2-107* = 0.012 %.
a .
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Ejemplo 3.8. ;Cudntos digitos decimales exactos hay que tomar en el niimero \/18 para que el error no

exceda el 0.1%?

RESOLUCION. Se tiene que A =+/18 =4.... Seaa =4... una aproximacién de A tal que §, < 0.001, y sea

n el nimero de cifras significativas vdlidas de a. Entonces

6 = % <0.001,
asi que
1000 <10m! = 125<10m! = 125-102< 10"t
= logl254+2<n—1 = n>logl25+3~31 = n>4
Hay que tomar cuatro cifras exactas, por tanto tres decimales exactos. g

4. Propagacion del error: operaciones con niimeros aproximados

4.1. Errores de sumas y diferencias

Se estudiardn solamente los errores de sumas, ya que los de diferencias se tratan de forma andloga.

4.1.1. Problema directo
= Para sumar nimeros aproximados:

1. Considerar los nimeros de mayor error absoluto.

2. Redondear los restantes nimeros, reteniendo un digito més que en los anteriores (digito de reser-
va).

3. Efectuar la suma.

4. Redondear el resultado obtenido, descartando un digito.
= Para calcular el error de la suma:

1. Tomar como error absoluto la suma de los errores absolutos de los nimeros menos exactos mas el

error absoluto del redondeo en el paso 2 (y 4, en su caso).

MATEMATICA APLICADA Y ESTADISTICA OCW-ULL 2013
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2. Obtener el error relativo en la forma usual:

5= 2.

la|
3. Deducir el niimero de cifras significativas validas a partir del error absoluto.

Ejemplo 4.1. Calcular
a=0.1732417.45+0.000333 -204.4 +7.25 4 144.2 +0.0112 4+ 0.634 4 0.0771,

sabiendo que cada sumando tiene todos sus digitos exactos.

RESOLUCION.

1. Nimeros menos exactos: 204.4 y 144.2. El error en cada uno de ellos estd acotado por 0.05.
2. Redondeamos todos los demds a un decimal, dejando un digito de reserva.

3. Efectuamos la suma:

a=0.174+17.45+0.00+204.4 +7.25+ 144.2+0.01 +-0.63 +0.08 = 374.19.

4. Redondeamos el resultado obtenido descartando un digito: 374.2.
Como error absoluto tomamos la suma de:

= los errores absolutos de los niimeros menos exactos: 2 - 0.05;

= ]os errores de redondeo de los restantes niimeros: 7 - 0.005;

= el error de redondeo del resultado: 0.01.

Por tanto,

A, =0.10+0.035+4+0.01 =0.145 ~ 0.15

A=37424+0.15~3742£0.2.
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4.1.2. Problema inverso

Para obtener con p cifras decimales exactas la suma de k nimeros, siendo 10"~! < k < 10", basta tomar

cada sumando con n = p + r cifras decimales exactas.

Ejemplo 4.2. ;Con cudntas cifras exactas hay que tomar Ty A = 1234.0123 ... para obtener la suma 7w+ A

con dos cifras decimales exactas?

RESOLUCION. Sabemos que 7 = 3.141592....
Sea S =m+A ~1237.1539.... Para que la suma aproximada s tenga p = 2 cifras decimales exactas se ha

de verificar:

1S —5/<0.5-1072.

Como k = 2 necesariamente » = 1, y bastatomarn =p+r=2+1=3.

En efecto, si cada sumando tiene tres cifras decimales exactas:

|m—3.142| ~4.0735-10% < 0.5-1073,

|A—1234.012| ~3.59-107* < 0.5-1073,

entonces

s =3.14241234.012 = 1237.154

tiene dos (de hecho, tres) cifras decimales exactas:

|S—1237.154| = [1237.1539... — 1237.154| ~ 1074 < 0.5-1073.

4.2. Errores de productos y cocientes
4.2.1. Problema directo

= Para efectuar un producto o un cociente de dos niimeros aproximados:

1. Identificar el nimero con menor cantidad de cifras significativas validas.
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2. Redondear el niimero restante, reteniendo en €l un digito significativo mas que en el anterior (digito

de reserva).
3. Efectuar la operacion (producto o cociente).

4. Redondear el resultado obtenido, reteniendo tantos digitos significativos como cifras exactas habia

en el operando menos exacto.
= Para el cédlculo del error:

1. Tomar como error relativo de la operacién la suma de los errores relativos.

2. Obtener el error absoluto a partir del relativo segin la férmula

Ay =lal-6,.

3. Utilizar el error absoluto para deducir el nimero de cifras significativas validas del resultado.

Ejemplo 4.3. Hallar el producto de los niimeros aproximados a; = 3.6 y a, = 84.489, los cuales

tienen todas sus cifras exactas.

RESOLUCION.

1. El primer ntimero tiene dos cifras exactas y el segundo cinco.
2. Redondeamos el segundo a tres digitos significativos: 84.5.

3-4. Efectuamos la operacion y redondeamos el resultado, reteniendo dos cifras exactas:

X1 X% = 3.6-84.5 =304.20 ~ 3.0 - 10%.

4.2.2. Problema inverso

Para obtener con rn cifras exactas el producto o cociente de dos niimeros procederemos como en los

siguientes ejemplos.
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Ejemplo 4.4. Calcular con cudntas cifras exactas se han de tomar Tty e para obtener A = Tt/e con

cinco cifras exactas.

RESOLUCION. Tenemos:
T =23.141592654, ¢=2.718281828, A= T 1.15572735.
e

Ahora,
0.5 0.5 0.5

5, =
3101 210 S 2108

5
= 10" > 3= 167,
asi que n—5 =1, o bien n = 6. Por tanto, tomamos a; = 3.14159, a, =2.71828,a=a; /a; = 1.155727151.
Comprobemos que « tiene cinco cifras exactas:

A —a| = 1.15572735 — 1.155727151 ~ 0.0000002 < 0.5 - 1075,

lo que garantiza incluso siete cifras exactas. g

4.3. Errores de potencias y raices

Se reducen al estudio anterior, ya que potencias y raices pueden ser interpretados como productos. En
particular,

b=d = & =k&,

| =

Veamos algunos ejemplos.

4.3.1. Problema directo

Ejemplo 4.5. Un cuadrado tiene de lado a = 36.5 centimetros, con una precision de 1 milimetro. Calcular

su drea, los errores absoluto y relativo y el niimero de digitos exactos del resultado.

RESOLUCION. El drea aproximada es s = a*> = 1332.25 cm?. Como la precisién es de 0.1 cm, se tiene que
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A, = 0.1 cm. Calculemos los errores relativos:

0.1

6=2-8,=2- 36' 5 =~ 0.00548 ~ 0.0055 = 0.55 %.

Determinemos el error absoluto del area:
Ay = |s|- 8 = 1332.25-0.0055 = 7.327375 ~ 7.4 cm® < 0.5 - 10% cm?

(dos digitos exactos). Consecuentemente S = 1332.25+7.5 cm?, o bien S = 1330+ 10 cm?. Il

4.3.2. Problema inverso

T-e
Ejemplo 4.6. Calcular con cudntas cifras vdlidas hay que tomar Ty e para obtener R = T con error
V e

absoluto menor que una milésima. Determinar el niimero de digitos exactos de esta aproximacion.

RESOLUCION. Se tiene que
T =3.141592654, e=2.718281828, m+e=>5.859874482, R =1.207196647.

El error relativo sera

1
SrZE'(6n+66+6ﬂ;+g).

Ahora bien,
5 _ 05 _ 05 _ActA _ 2:05
T30 T 2010 YT T ppe T 5.100 1
Por tanto,
5<1.0-5(1+1+2>:0-5.37 y A= OSR 3T
=2 101\3 2 5 1071 60 T 10t 60°

Imponiendo que A, < 0.001 obtenemos n = 4, asi que

3.141-2.718
=4/ ———— =1.207110271.
"=\ 31 20g - A0THO0T
Comprobemos el resultado:

|R—r| =11.207196647 — 1.207110271| = 0.000086376 < 0.001,
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como se pretendia.
Puesto que

0.000086376 < 0.5-1073,

la aproximacion r tiene tres cifras decimales vélidas (cuatro digitos exactos). Reteniendo sélo estas cifras
podemos escribir:

r=1.207.
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