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1. Introduccién
En la naturaleza podemos distinguir dos tipos de fenémenos:

= Fenomenos deterministas. Son aquellos que se rigen por alguna férmula, de modo que siempre se puede
predecir su resultado mediante la aplicacién de dicha férmula. Ademads, siempre que se repita el experi-
mento en idénticas condiciones se obtendrd el mismo resultado. Ejemplo: velocidad al llegar al suelo de

un cuerpo en caida libre desde una altura dada.

» Fenomenos aleatorios. Son aquellos cuyo resultado no se puede predecir mediante una férmula. Ade-
mads, la repeticion del experimento en condiciones similares puede dar lugar a resultados muy distintos.
Ejemplos: lanzar una moneda, lanzar un dado, hereditariedad de determinadas caracteristicas de los

progenitores, tiempo de efectividad de un medicamento.

Los fenémenos aleatorios se clasifican en estdticos y dindmicos; los primeros representan una situacion real en
un instante determinado, y los segundos estudian la evolucién de dicha situacion en el transcurso del tiempo.
La herramienta matemadtica bdsica para la modelizacion de los fendmenos aleatorios estéticos es la variable
aleatoria. El tratamiento de los fenémenos aleatorios dindmicos corresponde a la teorfa de procesos estocdsti-

cos, cuyo desarrollo excede el alcance de este curso.

2. Espacio muestral y algebra de sucesos

Al describir un experimento aleatorio es esencial precisar qué aspecto del resultado nos interesa observar,
a fin de disponer de un criterio que nos permita considerar dos resultados como diferentes. Esta especificacion

se logra mediante la introduccién del espacio muestral.

2.1. Espacio muestral y sucesos

Definicion 2.1. Espacio muestral Q asociado a un experimento aleatorio es el conjunto formado por los

posibles resultados (considerados como) diferentes del mismo.
Un espacio muestral puede ser finito o infinito (numerable o no).
Ejemplo 2.2. Describir los espacios muestrales asociados a distintos experimentos aleatorios.

RESOLUCION.
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» Lanzar un dado: Q = {1,2,3,4,5,6}.
» Lanzar una moneda: Q = {C,X}.
= Nimero de coches que pasan por un puente en un determinado lapso de tiempo: Q = {0,1,2,...}.

= Elegir al azar un nimero real en el intervalo [0,1]: Q = [0, 1].

En lo que sigue nos restringiremos a espacios muestrales finitos.

Definicion 2.3. Supongamos que se realiza un experimento aleatorio.
= Suceso del experimento aleatorio es cualquier subconjunto del espacio muestral asociado.
= Suceso elemental es cada uno de los elementos del espacio muestral.
= Suceso compuesto es cualquier union de sucesos elementales.
Destacamos dos sucesos especiales:
= Suceso seguro es todo el espacio muestral, €.
= Suceso imposible es el conjunto vacio, 0.

Definicion 2.4. Al realizar un experimento aleatorio, diremos que se ha verificado o que ha ocurrido el

suceso A, si el resultado del experimento es un elemento de A.

Ejemplo 2.5. Se considera el experimento aleatorio «tirar un dado». Describir el espacio muestral y dar

ejemplos de sucesos.

RESOLUCION.
= Experimento aleatorio: tirar un dado.
» Espacio muestral: Q = {1,2,3,4,5,6}.
= Sucesos:

e S; = {sacar par} = {2,4,6}.

e S, = {sacar impar} = {1,3,5}.
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o S3={sacar <4} ={1,2,3}.
e S, = {sacar negativo} = 0.

o S5 ={sacar <6} =Q.

2.2. Operaciones con sucesos

A fin de dotar al espacio muestral de una estructura matemadtica sobre la que definir una medida de la

incertidumbre del fendmeno aleatorio bajo estudio, introducimos las siguientes operaciones con los sucesos.

Definicion 2.6. Sean A y B dos sucesos de un cierto experimento aleatorio.
= Unidn de los sucesos A 'y B es el suceso AU B que ocurre siempre que ocurren A, B 6 ambos.

= Interseccion de los sucesos A y B es el suceso AN B que ocurre siempre que ocurran A 'y B simultdnea-

mente.
= Suceso complementario o contrario de A es el suceso que ocurre siempre que no ocurre A; se denota
A° G A.

Notese que Q€ =0y 0° = Q.

Ejemplo 2.7. En el lanzamiento de un dado:
w SiA={1,2,3} yB=/{1,4}, entonces AUB = {1,2,3,4}.
» SiA={1,2,3} yB={2,5}, entonces ANB = {2}.

= SiA={l1,3,5}, entonces A° = {2,4,6}.

Definicion 2.8. Se dice que A implica (o esta contenido en) B, y se escribe A C B, si siempre que ocurre A,

ocurre B.

Ejemplo 2.9. En el lanzamiento de un dado, si A = {4} y B = {sacar par}, entonces A C B.
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Definicion 2.10. Los sucesos A y B son incompatibles si no se pueden verificar a la vez: ANB = 0.

Definicion 2.11. Diferencia entre el suceso B'y el suceso A es el suceso B\ A = BNAS, que ocurre cuando

se verifica B, pero no A.
El siguiente ejemplo muestra que la diferencia de sucesos no es conmutativa.

Ejemplo 2.12. En el lanzamiento de un dado, si A = {4} y B = {sacar par}, entonces

B\A={2,6}, A\B=0.

2.3. Algebra de sucesos

Definicion 2.13. Sea </ cualquier familia de sucesos del espacio muestral Q que verifica los siguientes

axiomas.:

i) Qed.
iiy AABeEo/ =AUBE .
iy A€ of = A°c .

Se dice entonces que <7 tiene estructura de algebra de Boole, y la denominaremos un algebra de sucesos.

Ejemplo 2.14. El conjunto de todos los sucesos de un espacio muestral es un dlgebra de sucesos. Otro
ejemplo de dlgebra de sucesos es of = {Q,0}, y, mds en general, o/ = {Q,0,E E}, donde E es cualquier

suceso del espacio muestral.

Ejemplo 2.15. En el experimento de lanzar un dado, con Q = {1,2,3,4,5,6}, sean A = {sacar par}, B =
{sacar >3}, C = {sacar 1 6 5}. Calcular AUB, ANB, A, B, A\B, ANC.

RESOLUCION. Notese que
A={2,4,6}, B=1{3,4,5,6}, C={l1,5}.

Ahora:
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AUB:{273)4)5?6}7 AC:{13375}7 A\B:{2}7
ANB={4,6}, B¢ ={1,2}, ANC=0.

Ejemplo 2.16. Una mujer portadora de hemofilia cldsica da a luz tres hijos. Determinar el espacio muestral

y los siguientes sucesos:
A = {ninguno hemofilico},
B = {al menos dos hemofilicos}, C = {sdlo dos hemofilicos},

D = {al menos uno hemofilico}, E = {sélo uno hemofilico}.

RESOLUCION. Representamos por s la ocurrencia de hemofilia y por 7 la no ocurrencia de la misma. Se tiene:

Q = {sss, 551, SNS, SNN, NSS, NSN, ANS, AN}, A = {nnn},
B = {sss, 55N, 5N5, N85}, C = {ssn,sns,nss},
D = {sss, 881,518, Snn, NS, ASN, NNS }, E = {snn,nsn,nns}.

3. Probabilidad

Nuestro objetivo es definir una funcién sobre un dlgebra de sucesos que permita medir el grado de incerti-

dumbre en la ocurrencia cada uno de ellos.

3.1. Frecuencia de un suceso

Definicion 3.1. Dado un suceso A, se define la frecuencia absoluta de A, ny, como el niimero de veces que

ocurre A en una serie de n repeticiones del experimento. El cociente

na
fa=—

n
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se denomina frecuencia relativa de A y es un indicador de la proporcion de veces que ha ocurrido A en

relacion al niimero de veces que se ha repetido el experimento.

Notese que:

n 0<fa<L
» fo=1
n fp=0.

naup ha+np np  np
n n n f f

» ANB=0= naup=n4+npg= faup =
La abstraccion del concepto de frecuencia relativa de un suceso en una larga serie de repeticiones del

experimento conduce a la definicién que enunciamos a continuacion.

3.2. Probabilidad

Definicion 3.2. Dado un experimento aleatorio, con espacio muestral Q y dlgebra de sucesos <7, se define la
probabilidad como una aplicacion del dlgebra de sucesos < en el intervalo [0, 1] que satisface los axiomas

siguientes:
) P(Q)=1.

ii)y P(AUB) = P(A)+ P(B), siempre que A,B € o/ yANB = 0.

Son consecuencia de estos axiomas las siguientes propiedades de la probabilidad:
= P(A°)=1—-P(A).

= P(0)=0.

= ACB= P(A) < P(B).

= P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(ANB), para cualesquiera A,B € <7 .

3.3. Ley de Laplace

Consideremos un espacio probabilistico (Q, .7, P), donde Q es finito y todos los sucesos elementales son

equiprobables: Q = {x1,x2,...,x,}, con P({x;}) = p (1 <i<n). Como Q = {x;} U{xp}U...U{x,} vy los

OCW-ULL 2013 MATEMATICA APLICADA Y ESTADISTICA



PROBABILIDAD 7/11

sucesos elementales son incompatibles dos a dos, sigue que

n

1({xz i;p n-p=card(Q)-p=p card()’

M=

1=P(Q) =

i

y para cualquier suceso A = {x;, ,%i,,...,X;, } se tiene

k
card(A)  casos favorables
P(A) = —k-p=card(A)-p = = .
(4) JZ ({xi, 1) ;p p=card(d)-p card(Q) casos posibles

Aqui, card(E) denota el cardinal o nimero de elementos del conjunto E.

En definitiva:

Teorema 3.3 (Ley de Laplace). Sea (Q,%7,P) un espacio de probabilidad, donde Q es finito y todos los

sucesos elementales son equiprobables. Para cualquier A € 7, se tiene:

card(A)  casos favorables
card(Q)  casos posibles

P(A) =

Ejemplo 3.4. Calcular la probabilidad de cada uno de los sucesos considerados en el Ejemplo 2.16.

RESOLUCION. De acuerdo con la Ley de Laplace la probabilidad de cada suceso elemental es p = 1/8, ya

que hay 8 casos posibles, todos equiprobables. Ahora:

A={nnn}=P(A) = %;

B = {sss,s5n,sns,nss} = P(B) = % = %;

C = {ssn,sns,nss} = P(C) = g;

D = {sss,ssn,sns, snn,nss,nsn,nns} = P(D) = %;

E ={snn,nsn,nns} = P(E) = % O

4. Teorema de Bayes

4.1. Probabilidad condicionada

Consideremos el experimento de lanzar un dado (espacio muestral finito con sucesos elementales equipro-
bables). La probabilidad del suceso A = {sacar 1} es P(A) = 1/6. Si queremos calcular la probabilidad de

sacar 1 conociendo la informacién adicional de que al realizar el experimento ha salido un nimero impar, el
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espacio muestral se ve reducido al conjunto {1,3,5}, de modo que la probabilidad de sacar 1 habiendo salido
impar es de 1/3. Asi pues, denotando por B = {sacar impar}, la probabilidad del suceso A condicionado a la

verificacién del suceso B es P(A/B) = 1/3.

Maés en general:

Definicion 4.1. Dados dos sucesos cualesquiera A, B € <7, con P(B) > 0, se define la probabilidad del suceso
A condicionada al suceso B por
P(ANB)

P(A/B):W,

lo que mide la probabilidad de que ocurra el suceso A sabiendo que ha ocurrido el suceso B.

Ejemplo 4.2. En el lanzamiento de un dado, si A = {1} y B = {sacar impar} = {1,3,5}, entonces

_pun{13,5h) _ pP{1}) _
AEPD)= P({1,3,5})  P({1,3,5})

W —
W

En el Ejemplo 4.2, P(A) = 1/6 # 1/3 = P(A/B). Sin embargo, puede ocurrir que P(A) = P(A/B), lo que
intuitivamente parece sugerir que la realizacién del suceso B no aporta informacién sobre la ocurrencia del
suceso A. Por ejemplo, si lanzamos una moneda dos veces, la probabilidad de que en el segundo lanzamiento

salga cara es independiente de lo que haya resultado en el primero.

Definicion 4.3. Diremos que dos sucesos A, B son independientes si P(A/B) = P(A). En tal caso,

P(A/B) = P(If(g)B) = P(A) = P(ANB) = P(A) - P(B).

De forma andloga, diremos que tres sucesos A, B, C son independientes cuando se tenga:

Observacion 4.4. Es importante tener presente que si (Q,</,P) es un espacio de probabilidad, entonces

también lo es (Q, </ ,P(-/B)), para cada B € .

OCW-ULL 2013 MATEMATICA APLICADA Y ESTADISTICA
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4.2. Teorema de la Probabilidad Total

Definicion 4.5. Una familia de sucesos {A;}}_, forman un sistema completo si
) Q=UL,A;.
i) AiNA;=0 (1<ij<n,i#)).

Sea {A;}"_, un sistema completo de sucesos, con P(A;) >0 (1 <i <n). Para cada suceso B € </ se tiene

n
B=BNnQ=J(BNA)),
i=1

y como {A;}_, son disjuntos dos a dos, resulta que {BNA;}"_, también lo son. Surge asf el siguiente resultado.

Teorema 4.6 (Teorema de la Probabilidad Total). Sea (2,27, P) un espacio de probabilidad, y sea {A;}}_,

un sistema completo de sucesos en Q. Para cada B € <7, se verifica:

P(B) = Z (BNA;) iPB/A (A)).
i=1

i=1

Ejemplo 4.7. Se dispone de dos urnas numeradas. La urna niimero I contiene tres bolas blancas y dos
negras. La urna niimero 2 contiene dos bolas blancas y tres negras. Se elige una urna al azar y se extrae de

ella una bola. ; Cudl es la probabilidad de que sea blanca?

RESOLUCION. Sean

Aj ={elegir la urna ndimero 1},

A, ={elegir la urna nimero 2};
nétese que Aj UA, = Qy A NAz = 0. Sea también
B = {extraer bola blanca}.
Ya que B= (BNA;)U(BNA3), se tiene:

P(B) = P(BNA;)+P(BNA)

= P(B/A1)-P(A1)+P(B/A2)- P(A2).

MATEMATICA APLICADA Y ESTADISTICA OCW-ULL 2013
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10/11
Como
1
P(A1) =P(42) =5, P(B/A) =5, P(B/A2)=z,
concluimos:
1 /3 2 1
P(B) =3 <s+s> =3
O

4.3. Teorema de Bayes
Sea {A;}!_, un sistema completo de sucesos, con P(4;) > 0 (1 <i < n). Supongamos que estamos in-

teresados en conocer la probabilidad de que, ocurrido el suceso B, la causa que lo haya producido sea Ay, es

decir, queremos calcular P(A;/B). En este caso interviene el teorema siguiente, debido al matemético britdnico

Thomas Bayes (1702-1761).
Teorema 4.8 (Bayes). Sea {A;}}_, un sistema completo de sucesos en un espacio de probabilidad (Q, </, P),

con P(A;) >0 (1 <i<n),yseaB &€ <, con P(B) > 0. Se tiene:
P(AxNB) _ P(B/Ay)-P(Ax) _  P(B/Ai)-P(Ar)
P(B) i=1 P(B/Ai) - P(Ai)

Para escribir la dltima igualdad, hemos aplicado en el denominador el Teorema de la Probabilidad Total

(Teorema 4.6).
Ejemplo 4.9. En el Ejemplo 4.7 supongamos que, realizada la extraccion, la bola que aparece resulta ser

blanca. ;Cudl es la probabilidad de que la urna de la cual se haya extraido sea la niimero 1?

RESOLUCION. Por el Teorema de Bayes,
P(B/A,)-P(A) 3 s
(B/A1)-P(A1)+P(B/Ay)-P(Ay) ~ 1341 5

P(A1/B) = 2
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Observacion 4.10. Los resultados estudiados en esta seccion se interpretan como sigue:

Teorema de la Probabilidad Total. La probabilidad de un suceso B puede reconstruirse a partir de las
probabilidades de los sucesos de un sistema completo y de las de B condicionadas a los sucesos de dicho
sistema.

Teorema de Bayes. La probabilidad a priori de un suceso (P(Ay)) puede enriquecerse a partir de da-

tos muestrales (P(B)) mediante la verosimilitud (P(B/Ay)), dando lugar a la probabilidad a posteriori

(P(Ac/B)).
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