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1. Integral indefinida

1.1. Introduccion

Problema: Dada una funcién f(x), encontrar otra, F(x), tal que F'(x) = f(x).

Definicién 1.1.1. Si f:]a,b[C R — R es una funcién dada, y se cumple que F'(x) = f(x) (x €]a,b|), se dice

que F (x) es una funcién primitiva de f(x) en |a,b|.
Teorema 1.1.2. Dos funciones primitivas de f(x) en |a,b| difieren en una constante.

Definicion 1.1.3. EI conjunto de todas las funciones primitivas de f(x) se denomina integral indefinida de

f(x) y se denota [ f(x) dx.

En virtud del Teorema 1.1.2, si F(x) es una primitiva de f(x) entonces cualquier otra primitiva de f(x)

tiene la forma F(x) + C para alguna C € R, lo que abreviamos escribiendo

1.2. Tabla de integrales indefinidas

x'+1
1. " dx = C -1
/x o r+1Jr (r#-1)
d
2. /—x:1n|x|+C
x
3. /exdx=ex—|—C

. X

4./ade=”—+c (@>0,a#1)
Ina

5. /senxdx:—cosx+C

6. /cosx dx=senx+C

7. /tgxdx: —In|cosx|+C
8. /secxdx: In|secx+tgx| +C
9. /cosecx dx =In|cosecx — ctgx|+C

10. / ctgx dx =In|senx|+C
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11. /seczxdx:tgx—f—c
12. /coseczxdx:—ctgx+C
13. /shxdx: chx+C

14. /chxdx: shx+C

1. /lixxzzéln’ifi +C

16. /%:arctgx-i-c

17. \/% =arcsenx+C

18. \/xixi“:ln(x-i- x2+1)+C
19. \/%:ln‘x—k\/ﬁ‘—kc

1.3. Técnicas de integracion

1.3.1. Linealidad (superposicion)

/[i cjfj(x)] dx = icj/fj(x)dx.
Jj=1 j=1

1.3.2. Cambio de variable (sustitucion)

Para el cdlculo de [ f(x)dx ponemos x = g(t), donde g € C! admite inversa: # = g~ !(x). Entonces:

[ redx= [ fleng e de= [nie)dr, 1o = fle(o))e' o).

Elegimos g de forma que la nueva integral indefinida sea mas fécil de calcular. Obtenida ésta, deshacemos el
cambio:

/'f(x)dx - /h(t) dt = H(t)+C = Hlg~ (x)]+ C = F(x) +C.
Ejemplo 1.3.1. /\/ﬁcosxdx

RESOLUCION.
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/ v/senxcosx dx =
-
Cambio: senx =t, cosx dx = dt
—/\/senxcosxdx—/\/dt 2P 4 c= 3 sen3/2x+C
O
Ejemplo 1.3.2. (Integral 15 de la tabla) / — 2
—X
RESOLUCION.
1 1/ 1 1
1—x2 2\x+1 x-—1
/ dx _
1 —x2 2] x+1 x—1
-
Cambio: x+1=t,dx=dt; x—1=s,dx=ds
4
1 t 1 x+1
a_ B H — 1 c.
2 / 2 s T2 ‘ *
O
. dx
Ejemplo 1.3.3. (Integral 16 de la tabla) / —
142
RESOLUCION.
dx B
1+x2
-
Cambio: x = tgt, dx = sec2tdr; 1 +tg2 t = sec? t_’r
= / dt =t+C =arctgx+C.
O

dx
Ejemplo 1.3.4. (Integral 17 de la tabla) /7
V1—x2

RESOLUCION.
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dx -
vV1—x2

-
Cambio: x = sent, dx = cost dt; sen®t+cos?t =1

:/ dt =t+C =arcsenx+C.

dx
Ejemplo 1.3.5. (Integral 18 de la tabla) / o
Vxz+1

RESOLUCION.

dx
V41

-
Cambio: x= sht,dx = chrdt; ch®>tr—sh*r= 1_/P

:/d[:t+C: argshx+C.

Notemos que

argshx =1 =Ine’ =In(sht+ cht) =1In (x—i— X+ 1). O

dx
Ejemplo 1.3.6. (Integral 19 de la tabla) /7
Vxi—1

RESOLUCION.

dx
Va2 —1

-
Cambio: x = cht, dx = shtdr; ch?r—sh?t= 1J

:/dt=t+C: argchx+C.

Notemos que

argchx =t =1Ine’ = In( cht + sht):ln’er\/xzfl‘. O

1.3.3. Integracién por partes

/udv:uv—/vdu
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Esta formula se usa para integrar expresiones representables como producto de dos factores, u y dv, tales
que la obtencién de v a partir de dv y el cdlculo de [ v du constituyan, en conjunto, un problema de mds fécil
solucién que el célculo directo de [ u dv. Su principal aplicacién es la integracion de expresiones que contienen

funciones trigonométricas inversas, asi como el cdlculo de integrales del tipo
/xk senax dx, /)/( cosax dx, /xke‘”‘ dx, /xk Inx dx,

que se efectia mediante formulas de reduccion.

Ejemplo 1.3.7. I = /e“xcosbx dx, J= /e“x senbx dx

RESOLUCION.

I:/e‘”‘cosbxdx

K
e =u, cosbxdx=dyv;

1
ae™ dx=du, -—senbx=v
_

b
I:le”xsenbx—g/e‘”‘senbxdx:le”xsenbx—g] (1.1)
b b. b b '
J:/e‘”‘senbxdx
Ko
e =u, senbxdx=dyv;
1
ae®™ dx =du, ~3 coshx=v
J= —1e”“"cosbx+ g/ew‘cosbxdx: —1e"xcosbx—|— 4 (1.2)
b b b b '

Las ecuaciones (1.1) y (1.2) dan lugar a un sistema lineal de dos ecuaciones en las dos incognitas 7, J:

1
I+ %J = Zeax senbx
(1.3)
a 1
E[_J = Ze‘”“ cos bx.

El valor de las integrales buscadas se obtiene resolviendo el sistema (1.3), y resulta ser:

ax

I= 022_7172(acosbx—i—bsenbx)7
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ax

J= m(asenbx —bcosbx).

0

Ejemplo 1.3.8. (Férmula de reduccion) I, = /x’”e“x dx (meN)

RESOLUCION.

N
X"=u, e dx=dv,
eax
mxX™ Vdx=du, — =v
a -4
ax ax
Im:e—xm—T/xmfle’“dx:e—xm—ﬂm_l. (1.4)
a a a a
Por aplicacion reiterada de la férmula (1.4) y teniendo en cuenta que
Ih= /e‘”‘dx: e—+C
. a
obtenemos finalmente
e m -1 m(m—l) m—2 mM!
Ly =— |X"— —=x" 5 +oF(=D)"—|+C
a alTl

0

1.3.4. Integracion de ciertas funciones que contienen trinomios cuadraticos
dx
1.3.9. / Y a#0
ax? +bx+c (a70)
Completamos cuadrados en el denominador:

b
ax*+bx+c=a [x2+x+c} =a
a a

donde
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Se toma el signo + 6 — segtin que el denominador tenga raices complejas 6 reales, respectivamente.

| | m:o

/ dx B 1/ dx B
2 - 2
ax*+bx+c a (x—|— %)

b 2 b
Cambio: x+— =t,dx=dt; t= ax+
2a 2a &
Slpe o .
al 2 at T Dax+b
= m#£0
/ dx _1/ dx _
ax’+bx+c a (er%)zimz
- b 2 b
Cambio: x+— =mt,dx=mdt; t= ax+
2a 2ma 4
_L/ dt
T mal 2+1°

e Si comparece el signo + (integral 16 de la tabla):

/ dx 1 ter 4 C— 1 ) 2ax—|—b+C
— = —arc = —arc
ax?+bx+c ma £ ma £ 2ma

e Si comparece el signo — (integral 15 de la tabla):
r—1 1
t+1 2ma

2ax+b—2ma n
pl=2te A
2ax+ b+ 2ma

/ dx 1 |
S S S P
ax’+bx+c 2ma

Ejemplo 1.3.10. [ 2
domplo 1310,

RESOLUCION.

/’ dx _/ dx _
Jx2-2x-5 ) (x—-1)2-6

o x—1
Cambio: xflzﬁt,dx:\/gdt; t=
V6 =
r—1 1 x—1-+v6
n +C= In +C. O
\f/ﬂ—l t+1‘ 26 |x—1+6

Ax+B
1.3.11. d 0
/ax2+bx+c = (@0

Intentamos que en el numerador aparezca la derivada del denominador para escribir la integral como suma

MATEMATICA APLICADA Y ESTADISTICA OCW-ULL 2013



8/30 B. GONZALEZ, D. HERNANDEZ, M. JIMENEZ, I. MARRERO, A. SANABRIA

de una inmediata y otra del tipo 1.3.9.

)dx

/ Ax+B P /ZA;(Zax+b)+( ’32

ax?+bx+c ax? +bx+c
A 2ax+b Ab dx
Y L N T N . —
2a/ax2+bx+c x—i—( 2a>/ax2+bx+c

La primera integral se calcula por sustitucién:

i/ 2ax+b _
2a ) ax®?+bx+c
K

Cambio: ax*>+bx+c =t, (2ax+b) dx = dt

d A

=57 —1 |t\—|—C—fln|ax +bx+c|+C.
a

La segunda es del tipo 1.3.9.

Ejemplo 1.3.12. / )#;_5 dx
RESOLUCION.
- 2/ 2xz 2—5d+4/ 2x 5
= Eln|)c2721675’ +%ln m +
Hemos aprovechado el resultado obtenido en el ejemplo anterior. U

d
1.3.13. /m (keN, k>2; b2 —4c < 0)

I _/ dx _/ dx _
T @ tbxtok { 2 ko

(x+5) —|—m2}

o b 2x+b
Cambio.‘x+§=mt,dx:mdt; t= Al

2m 4
1 dt 1 2+1 1 2
= 2k—1/ k 2k—1/ g dt— 2k—1/ p dt
m (t2+1)"m (12+1) m (12 +1)

1 / dt 1 / 12 P
mA 1) 2 et BT ) 2

El célculo de la segunda integral se efectda por partes:

OCW-ULL 2013 MATEMATICA APLICADA Y ESTADISTICA



CALCULO INTEGRAL DE FUNCIONES DE UNA VARIABLE: INTEGRAL INDEFINIDA 9/30

N

u=t, dv= 7 dr;

(r2+1>
1
du=dt, v=-— =
(k—=1)(24+1)"" =

R t /

2| (k=124 k-1 t2+1

Por consiguiente,

. 1 / dt 1 / dt t
: _ +
m* U] 2 2(k=DmHN S 2 RN (k= Dym21 (124 1)F!

B 2k—3 / dt n t
2(k — 1)m-! (t2+1)’<*‘ 2(k—1)m2=1 (12 4 1)
2k 3 t
/ —1 + 2 21k—1
Jm ) [(mt)? 4+ m?) 2(k—1)m[(mt)? + m?]
B 2k 3 / dx n 1 2x+b
2k —=1m> ) (24 bx+c) " Ak—1)m? (2 4 pxy o)

En definitiva:

2k—3 Lo+ 1 2x+b
k-1 —.
26— 02 Ak = Dm? (2 4 by o)

Iy =

La férmula obtenida permite reducir el cdlculo de I; al de I;, que es una integral del tipo 1.3.9.

Ejemplo 1.3.14. / I
+2x+3)

RESOLUCION.

/ dx _/ dx _
(P +2x0+3)°  J [x+1)2 42
N

Cambio: x+1= ﬂt, dx = \det; t=
ﬁ/ dt ﬂ/dt/ 1 5
B 24172 4 |2+ ) (241)?

12 1 2t
(12 +1) (12 +1)

- 2t
u=t, dv= 5
(12+1)

dt;
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1

du=dt, v=——
" Y 2+1 2

2t2+1 2/t2+1

Luego:
/ dx B ﬁ[ t +/ dt ]
(2+2x+3)?% 8 [2+1 ?2+1
V2
= 3 [t2+1+arctgt} +C
x+1 1 x+1
= + arct +C.
4(x2+2x+3) 42 £ V2
O
Ax+B
1315/ Y2 v (keN, k>2; 0 —4c<0)
2+ bx+c)
Esta integral se expresa como suma de una inmediata y otra del tipo 1.3.13.
Ax+B 2(2x+0b)+ (B— 4
/7x+ cdx = /2( ) ( kz)dx
(x2+bx+c) (x2+bx+c)
2x+b Ab d
= / al 7 dx+ <B>/X Z
2 24 bx+c)f 2 (x2+bx+c)
1 Ab dx
- ()
Z(k_l)(x2+bx—|—c) 2)) (+bx+c)
1
Ejemplo 1.3.16. / S St S
(2 +2x+3)*
RESOLUCION.
] 1(x+2)-2
/)672 dx = /2()(7)2 dx
(x2 +2x+3) (x2 +2x+3)
_ 1 x+1 1 arct x+1+c
T T2 +2x43) 22+ 2x13) 2 e
x+2 1 x+1
= - — arct, +C.
2(x2+2x+3) 242 & V2
Hemos utilizado el resultado que se obtuvo en el ejemplo anterior. g
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dx
13.17. / Y a0
vax? +bx+c (a#0)

Como en 1.3.9, completamos cuadrados en el denominador para escribir:

g dx dx
./m:/M( i

)2im2}.
s m=0

En este caso, necesariamente a > 0.

/L:
\/a(x+%)2

o b 2 b
Cambio: x+ %a =t,dx=dt; t= ax+
a

2a

dt 1 1
Injt|+C=—=In]2ax+b|+C
-l iE z -l Va
(recuérdese que C es una constante arbitraria).
= m#0
/ dx B
\/a [()H— %)2 :I:mz}
b 2 b
Cambio: x+— =mt,dx=mdt; t= ax+
2a 2ma _

dt
_/\/a(tzjzl)'

e Sia <0, la nueva integral es expresable en la forma

1 dt
/—a /1 —¢2
(integral 17 de la tabla) de modo que
/ arc sent +C = ! ———arcsen M
vV ax2 +bx+c \/ V—a 2ma

e Sia > 0, lanueva integral se escribe en la forma

(integrales 18, 19 de la tabla), de modo que

MATEMATICA APLICADA Y ESTADISTICA
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2ax+b+ 4/ 4a(ax? + bx+c)

+C

I
Infr+ V251 ’+C_71n

/m\f

(C es una constante arbitraria).

dx

Ejemplo 1.3.18. /
Vx2+4x+10

RESOLUCION.

dx dx
/\/x2+4x+10_/\/(x+2)2+6_
x+2
V6 &

x+2+\/(x+2)2+6’+C:1n’x+2+\/x2+4x+10‘+C. O

N
Cambio: x+2 = \f6t, dx=+6dt; t=

=Injt++v?+1|+C=1n

_/‘ dt
J Vi +1

Ax+B
1.3.19. / _ A i (a0
vax? +bx+c ( 7 )

Procedemos como en 1.3.11 y 1.3.15:

_ Ax+B /{Z(Zax—l—b)—F(B—Ab) 4
- X
Vax? —|—bx—|—c Vax?2 4+ bx+c
A 2 Ab
_ A “’“”’dx+<3_>/.
vax? +bx+c 2a vax? +bx+c

La primera integral ya es inmediata, pero para mayor claridad se puede calcular por sustitucién:
A 2ax+b

—_—dx =
Vax?+bx+c

Ko
Cambio: ax®+bx+c=t, (2ax+b) dx = dtJ

\7 E\/—I—C— vVax2+bx+c+C.

La segunda es del tipo 1.3.17.

5x+3

Ejemplo 1.3.20. /
Vx2+4x+10

OCW-ULL 2013 MATEMATICA APLICADA Y ESTADISTICA
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RESOLUCION.
/ 5x+3 2(2x+4)-7
— dx = E——— dx
VX2 +4x+10 VX2 +4x+10
5 2x+4

g dx
- 2 7dx—7/7
2J) Vx2+4x+10 J Vx2+4x+10
= 5\/x2+4x+10—7ln‘x+2+\/x2—|—4x—|—10‘—|—C.

Hemos hecho uso del resultado obtenido en el ejemplo anterior.

! dx (A#0)

1321 [
(Ax+B)Vax*+bx+c

Esta integral se reduce a una del tipo 1.3.17. En efecto, se tiene:
ax’* +bx+c=
v 1 1 <1 —Bt> dt
t; , dx =

=t x=
Ax+B A

_a (1-Bt 2+Q AW
A2 t A t ¢

1
=3 [a(1—Bt)* +bAt(1 — Bt) + cA*#*]

1
=3 [(aB* — bAB + cA*)i* + (bA — 2aB)t +a] .

De este modo:

dx / dt
/(Ax+B)\/ax2+bx+c_ J mi+nt+a’

donde
m = aB? — bAB + cAZ,

n=bA —2aB.

1

Ejemplo 1.3.22. / dx
Jemp (x+1D)vVaZ+x+1

RESOLUCION.
1
/ dx =
(x+ DVl +x+1
v 1 1—t dt
Cambio: =t x=—,dx=—=
x+1 t 2 _4
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dt _ dt
“/m“/m

o 1 3 3 1 1—
Cambio: t—f:£v7 dtzidv; v:——x
2 2 2 V3 14+x_a
dv 14+x
- 7:—ln‘v+\/v2—|—1‘—|—C:ln +C. 0
VZI+1 1 —x+2vVx2+x+1

1.3.5. Integracion de funciones racionales: descomposicion en fracciones simples

1.3.23. /?((;C)) dx, Q(x), f(x) polinomios

o(x)

Suponemos que la funcién racional =—— es irreducible (Q(x), f(x) no tienen raices comunes).

f(x)

= Si grado Q(x) > grado f(x) (funcién racional impropia), se efectda la divisién para obtener:

siendo R(x), P(x) polinomios, con grado R(x) < grado f(x).

= Si grado Q(x) < grado f(x) (funcién racional propia), entonces ?((x)) es descomponible en fracciones
X
simples, de los tipos:
A A
(i) ——, cuya integral es /— dx=Aln|x—a|+C.
x—a x—a
. A . A A
(ii) W, cuya integral es / G—af dx=— ;= Dx—a)k T +C.
(iii) Ax+B (b2 4¢ <0) ue es una integral del tipo 1.3.11
—-— —4c 3.1,
2t brte | g p
Ax+B

V) —8 (b2 —4¢<0; keN, k>2), queesunaintegral del tipo 1.3.15.
(2 +bx+c)

O(x)

f(x)

, hallamos las raices de f(x).

Para obtener la descomposicion en fracciones simples de

o Cada raiz real a de multiplicidad r produce r términos

Ay Aj A,
x—a (x—a)? = (x—a)

e Cada rafz compleja o +iff de multiplicidad s produce s términos

Mix+ N, M>ox+ N, Mx + N
(=) + B2 [x—a)2+ B2 (- )2+ B2
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Los coeficientes indeterminados A; (1 <i <r), Mj, N; (1 < j <s) se calculan por reduccién a comin

denominador e igualacion.

42 -8
Ejemplo 1.3.24. / : el
—

1)? (2 +1)°
RESOLUCION. Observamos que la funcion racional

4x* — 8x
(=12 (2 +1)
es propia. Las raices del denominador son x = 1 (real, de multiplicidad 2) y x = & (compleja, de multiplicidad

2). Por consiguiente:

4x% — 8x A B Cx+D Ex+F
_ n + + (1.5)

(=P a2

Para obtener A, B,C, D, E, F:

= Se reduce a comtin denominador el segundo miembro de (1.5) y se igualan los numeradores:
4n? — 8x — Alx— 2 2 2 2 C12(.2 12
X —=8x=A(x—1)(x*+1) " +B(x*+ 1)+ (Cx+D)(x—1)* (x* + 1) + (Ex+F)(x—1)>.  (1.6)

= Se agrupan los coeficientes de las distintas potencias de x en el segundo miembro de (1.6), identifican-
dolos con los correspondientes del primer miembro. Resulta asi un sistema lineal de seis ecuaciones en

las seis incognitas A, B, C, D, E, F:

A+C=0
~A+B-2C+D=0
2A+2C—2D+E =0

(1.7)
—2A+2B—2C+2D—2E+F =4

A+C—-2D+E—-2F = -8

—A+B+D+F =0.

Se obtienen los valores de los coeficientes resolviendo el sistema. Como norma general, mediante la

regla de Cramer; pero se simplifica la tarea si

= Se reduce el orden del sistema sustituyendo las raices de f(x) en el segundo miembro de la ecuacién
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(1.6) y se resuelve el nuevo sistema:
x=1 = —4=4B = B=-1

x=i = —4-8i=(Ei+F)(—2i)=2E—2Fi =

Ahora sustituimos en (1.7) los resultados que acabamos de obtener:
A+C=0

B=C-D=C=D-1

E=2D=D=—-1=C=-2=A=2

Quedamos ya en disposicion de resolver la integral:

/ 4x* —8x dr — 2/ / dx 2x—|—1d 2/ x—=2 dx

(x—1)* (24 1) =1 =12 ) 2] (x2+1)2

-1 1

(x—1)* —farctgx 2/

xX+1 x—1 x2+l

(x—1)? 3x% —x
_|_

2+1 0 (P41 (x—1)

= In

= In +arctgx+C.

1.3.6. Integracion de funciones racionales: método de Hermite-Ostrogradski

Simplifica la integracién de funciones racionales cuyo denominador tiene raices miultiples.

1.3.25. Sea ?((x)) una funcion racional irreducible y propia. Se verifica
X
0w _ d [XW)], YW
fx)  dx |[P(x)] R(x)’
donde:

= P(x) polinomio con las mismas raices que f(x) y multiplicidad disminuida en una unidad;
= R(x) polinomio con las mismas raices que f(x) y multiplicidad 1;

= X(x), Y(x) polinomios con coeficientes indeterminados, tales que:
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e grado X(x) = grado P(x) — 1,

e gradoY(x) = grado R(x) — 1.

Los coeficientes de X (x) e Y (x) se calculan por derivacion, reduccion a comiin denominador e igua-

lacion.

Efectuando esta descomposicion, se obtiene:

0w, X (YW
/ 7 T Pw +/ R

4x% —
Ejemplo 1.3.26. / B Sk
(x—1)"(x2+1)

RESOLUCION.
“xz_gx_d<Ax2+BX+C) Mx®+Nx+E
- 12@ 417 dx\G-D@+1)) " G=D(2+1)
42 —8x = (Ax+B)(x—1)(*+1)
—(Ax* +Bx+C)(3x* —2x+1)
+(M® + Nx+E)(x = 1) (x* + 1). (1.8)
x=1 = —4=-2(A+B+0C) N A+LBiC=2
~A-B+C=-2
x=i = —4-8i=2([(C-A)-B]+i[(C-A)+B]) =
~A+B+C=—4.

Resolvemos el sistema lineal de tres ecuaciones en las tres incégnitas A, B, C asi obtenido; la solucién es A = 3,
B = —1, C=0. Sustituyendo estos valores en (1.8), e igualando los coeficientes de las distintas potencias de x

en el primer y segundo miembros, encontramos: M = 0, N = 3, E = 1. Por tanto,

4x% —8x 3x2—x ' 3x+1
/<x_1>2<xz+1>2 “=mneon ) e

Para calcular la integral del segundo miembro efectuamos una descomposicién en fracciones simples del
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integrando:

A+B=0
Bl A Bx+C
(x—1)(x2+1) x—1 x2+1

=3x+1=(A+B)x*+(C—Bx+(A-C)={ Cc-B=3
A-C=1.

Luego, A =2,B=—2,C =1,y en consecuencia

3x+1 -1 (x—1)?
dx=2 dx=1 tgx+C.
/(x—l)( ) /x—l / L TN gy Taretex

Concluimos:
4x* — 8x 3x% —x (x—1)?
/ﬁ x=-= +In-— +arctgx+C.
(x—1)* (x2+1) (P +1)(x—1) x> 41
Compdrese con el ejemplo anterior. O

1.3.7. Integraciéon de funciones trigonométricas
1.3.27. / R(senx,cosx) dx, R(u,v) funcion racional

Se reduce a la integracion de funciones racionales mediante alguna de las sustituciones siguientes:

= Sustitucion trigonométrica universal

2dt
° tg% =t;, x=2arctgt,dx= T4
2sen ™ cos 2sen3 cos 3 2tg3 2t
[ ] = — - = — e
ST AN 8 T Sen2 3+cos?s  14tg2s 1442

2 X ,x  cos’3 —sen® 1-tg*3 1-7
® COSX = COS 3 —sen” - = =

X
2
2 sen?j+cos?y 1+t 1412

= Otras sustituciones

(I) R(—senx,—cosx) = R(senx,cosx)

t t arctgt, d d
X =1 X = 9 X= 7,
5 & 1412
senx tgx t
senx = = = s
Vsen2x+ cos?x \/l—l-tgzx V1412
CcOSX 1 1
CosSXx = =

Vsen?x+cos?x V1 4tg2x VIt 2
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(II) R(—senx,cosx) = —R(senx,cosx)

cosx =t, —senx dx = dt.

(III) R(senx,—cosx) = —R(senx,cosx)

senx =t, cosx dx =dt.

1.3.28. /senmxcos”x dx (m,n€Z)

Este es un caso particular del anterior, con
R(senx,cosx) = sen” xcos” x.

Por tanto:

(i) m,n pares 6 m,n impares = R(—senx, —cosx) = R(senx, cosx) — (I)

(!) m,n pares y positivos: se transforma el integrando mediante las férmulas

1 —cos2x 14+ cos2x 1
senx = — cosx = — SENXCcosx = Esean.

(ii) m impar = R(—senx,cosx) = —R(senx,cosx) — (II)
(iii) »n impar = R(senx, —cosx) = —R(senx,cosx) — (III)

1.3.29. / senmxsennx dx, / senmxcosnx dx, / COSmxcosnx dx

Aplicamos las férmulas:
senmxsenny = > [—cos(m+n)x+ cos(m—n)x],

senmxcosny = 5 [sen(m+n)x+sen(m —n)x]|,

cosmxcosnx = 5 [cos(m+n)x+ cos(m—n)x],
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que se deducen de las relaciones:

sen(m £ n)x = senmxcosnx £ sennxcos mx,

cos(m=+n)x = cosmxcosnx F senmx sennx.

Ejemplo 1.3.30. /
senx

RESOLUCION.

/ dx
J senx

3 X 2 dt 2t
Cambio: tg= =t; dx=——, ==
amoio g 2 X 1 +l‘2 senx 1 +l2_’l*

dt
:/7:1n|t\+C:1n‘tg%’+C. O

Ejemplo 1.3.31. /
senx

RESOLUCION.
/ dx _
senx a

-
Cambio: cosx=t,—senxdx = dt

dt 1 1— 1 1 —cosx X

=)/ ——==-In|—|+C==In|———|+C=1 ’t f‘ C. O

/ttl 2 1+z * 2n’1+cosx Fe=Injleg]+

Ejemplo 1.3.32. /7

2 —sen?x

RESOLUCION.
/ dx -

2 —senx

)

dt
Cambio: tgx=t;, dx= el senx = i

1 tgx
= arct = —arctg— +C. O
/t2+ g\f NV
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sen X
Ejemplo 1.3.33. / d
Jemp 2+ cosx .
RESOLUCION.
sen3x
2 dx=
2+cosx
-
Cambio: cosx =t, —senx dx = dt
2—1 3 12
t—24+—— ) dt=—=—-2t+3Injt+2|+C
/t+2 /( Jrt+2> 2 +3Inf+21+
= CO; —2cosx+31In|2+cosx|+C.
O
Ejemplo 1.3.34. / e dx
RESOLUCION.
3
/ cos4x dx —
sen~x
T
Cambio: senx =t, cosx dx =dt
1 1 1 1
f— —_— —_— = — — — = — D
33 senx 3 sendx

Ejemplo 1.3.35. / sen*x dx

RESOLUCION.

/ senx dx =

K

Férmula: sen?

x= %(1 —cos2x)

1 2 1
:1/(1720052x+cosz2x) dxz%— Sez x+1/00522xdx:

—
Formula: cos®x = %(1+ cos2x)

3x sen2x n sen4x
8 4 32

2
22 Ry 8/ +cosdx) dx =

+C.
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En este ejemplo, tanto la sustitucidn trigonométrica universal como la sustitucién general del caso (I) dan

lugar a una integral de resolucién mds laboriosa.

Ejemplo 1.3.36. / senﬁx
cos
RESOLUCION.
2

/ senﬁx dx —

cos® x
o dt t 1

Cambio: tgx=t;, dx=-—, senx= , COSX =

& 1412 V1+¢2 12 2
t5 tg3x tgsx

= [(z 4 )dt = +C=—+4+—+4C.

/ + 3 5 3 + 5 +

Ejemplo 1.3.37. / senSxsen3x dx

RESOLUCION.

1 1 1
/sensten3xdx: E/(cost—cosSx) dx = Zsen2x— RsenSx—&—C.

1.3.8. Integracion de funciones irracionales

En lo que sigue, R denotard una funcién racional de sus variables.

1.3.38. /R S Y A R PN
cx+d cx+d
b
Cambio: j;cid:tk, k=m.cm. {n,...,s}.
Vx+4

Ejemplo 1.3.39. /

RESOLUCION.

O

OCW-ULL 2013 MATEMATICA APLICADA Y ESTADISTICA



CALCULO INTEGRAL DE FUNCIONES DE UNA VARIABLE: INTEGRAL INDEFINIDA 23/30

Vx+4
dx =
X
N
Cambio: x+4 =12, dx*tht
r* -2 2—vx+4
:2/ dt+8/ —2t+21n 4 C=2VxF4+2In +
12—4 2‘ 2+ Vxt+4

1.3.40. /R (x7 vVax? 4+ bx+ c) dx

= Sustituciones de Euler

12— 2(s2 bt +
e a>0: \/m:ﬂ:\/&x—kt; x= ¢ —x ( VaF C\/>)

b¢2f\f (b 217/a)?
£2yc—b 2(12\/c—bt

o c>0: Val+tbrtc=xtEt /e x:fiﬂ,dx 2Pe—bitaye)
a—t (_tz)

o b> —4ac >0, a # P raices reales de ax® + bx+c:

2
— ot 2at(f —
[t brte—ti—a), x= B0 4 209,
a

7t2 (a—t2)2

Ejemplo 1.3.41. / dx

Vx2+4x+10

RESOLUCION.
/ dx B

V2 4+4x+10
i ?—10 2 (12 +4t+10)

Cambio: /x> +4x+10= —x+1; =—— dx=——1——->"+4dt

ambio x-+4x+ X+ X 24 X (2[+4)2 R

dt

:/H—z:1n|t+2\+C=ln‘x+2+\/x2+4x+10’+C. O

2
( —vV1+x+x )
dx
x2V1+x+x2

Ejemplo 1.3.42. /

RESOLUCION.
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2
, (1 -1 —l—x—|—x2>
dx =
/ XvV1+x+x2

2(r—1+1)

'3 2t —1
Cambio: \/14+x+x2=xt+1;, x= dx =

1—1¢2’

(1-12)°
2(\/m— 1)

t
4

2 2
t 141 -1 1
:2/ 5 dr=—2t+In +‘+C:— —I-lnx +VI+x+a2 Lc
[ =1 x SR
O
d
Ejemplo 1.3.43. / >
V5x—1—4x2
RESOLUCION.
5x—1—4x2:0<:>x:17x:£
/ dx B
V5x—1—4x2
v . 2 +1 6t
Cambio: m:t(x—]); x:m7dx:mdt_¢
dt t Vox—1—4x2
=-2[ 5 — =-—arctg; +C=—arctg————+C. 0
/t2+4 acteg o= mace Ty
= Sustituciones trigonométricas
2
2 - b b? B
ax"+bx+tc=alx+—| +|(c—— | =
2a 4a
v b
Cambio: x+ — =t,dx=dt
2a 4
b2
2
= at — ).
a +<c 4a)
2 b2
'a>0,c—£>0:>a:m2,c—@:n2

Va2 £bhx+c=\/m22 +n? =

v 2
Cambio: mt =ntgv, mdt =nsecvdv
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=ny/ tg?v+1=nsecv

-, — dv.
mcosvy 261 Cosv mcos<v

/R(x,\/ax2+bx+c>dx:/R(nsenv b") n

2 b2
° a>0,c——<0=>a:m2,c——:—n
4a 4a

2

Va2 £bhx+c=\/m2? —n? =

T
Cambio: mt =nsecv, mdt =ntgvsecvdv

=ny sectv—1=ntgv

- > ]
mcosv 2a’ cosv ) mcos*v

[ (s Vartvhrre) an= [r(ph - b ) e,

2 ) b2 )
e <0, c——>0=a=—-m",c——=n
4a ’ 4a
Va2 +bx+c=/n2—mi? =

—
Cambio: mt =nsenv, mdt =ncosv dv

=nv 1— sen?v =ncosv

b
/R(x7 v ax2+bx+c) dx = /R (nsenv— 7ncosv) 2 cosvdv.
. . m 2a m

x+v1—x2
——dx

Ejemplo 1.3.44. /
o 1—xvV1—x2

RESOLUCION.

/ x+v1—x2 e
1—xv1—x2

-
Cambio: x = sent, dx = cost dt

_ sent + cost
) 1—sentcost
—

cost dt =

dv
Cambio: tgt =v; t=arctgy,dt =——; sent= cost =

v
1+v2 VA 1+v22

' v+1 "v—1 v—2
= dv= | 5——dv— | ——d
/ (V+1)(v2—v+1) Y / 1 /VZ—v+1 Y
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1 1 2v—1
:§1n|v2+1|—arctgv—§1n|v2—v+1|—|—\/§arctg V\@ +C

1 5 1 2 2tgt — 1
ziln]tg t+1|—t—§1n|tg t—tgt+1|+v3arctg 7 +C

1 1
=5 In |tg2 (arcsen x) + 1| — arcsen x — 3 In |tg2 (arcsen x) — tg(arcsen x) + 1|

2tg(arcsen x) — 1

+\/§arctg
V3

+C.

= Casos particulares

(i) Integrales que contienen un trinomio cuadrético, de los tipos 1.3.17, 1.3.19, 1.3.21.

P(x) polinomio, grado P(x) = n > 2 : férmula de reduccién

.. P(x)
—
@) /\/ax2+bx+c ©

& — i [X(x)w/axz—i-bx—i-c} +#
Va2 +bx+c dx \/ax2+bx+c,

donde:

e X(x) polinomio con coeficientes indeterminados, grado X (x) = grado P(x) — 1

e A coeficiente indeterminado.

Los coeficientes de X (x) y A se calculan por derivacidn, reduccién a comin denominador e igua-

lacion.

/¢ dx—X(x)vaxZ—i-bx—i-c—l-l/L

Vax2 +bx+c Va2 +bx+c
(Y) La formula es vdlida también paran = 1.

(iii) / dx

(Ax+B)"Vax* +bx+c

Se reducen a las de tipo (ii) mediante el

(neN, n>2)

Cambio: —— =t.
ambio AT B

(iv) / Vax?+bx+cdx

Se reducen a las de tipo (ii) multiplicando y dividiendo el integrando por si mismo:

24b
/«/ax2+bx+cdx= e Abxte Lo
vax2+bx+c
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3

X
Ejemplo 1.3.45. / Y
fory V142x—x2

RESOLUCION.

x d A

— = = |(A¥*+Bx+C \/1—|—2x—x2}+7

T+ 2x—x2 dx [( ) V14 2x —x?

1—x A

+ .
VIi+2x—x2 V14+2x—x2

(2Ax+B)V/1+2x —x2 + (Ax* + Bx +C)
Reducimos a comin denominador e identificamos numeradores:

¥ = (2Ax+B)(1+2x—x*)+ (Ax* +Bx+C)(1 —x) + A

—3Ax° 4 (54 —2B)x* + (2A +3B—C)x+ (B+C+A).

Igualamos coeficientes:

-3A=1
5A—-2B=0
2A+3B—-C=0
B+C+A=0.
1 5 19
La solucidn del sistemaes: A= -3 B= s C= ~% A =4

Por otra parte,

/\/H?ﬂ:/\/ﬁ:

Ko
Cambio: x—1 = t\fZ, dx = \ﬁdt_T

dt x—1
= [ —— = arcsent + C = arcsen +C.
/m V2
Luego:

3 2
X 2x°+5x+19 x—1
- dx=—-"""" " \/142x—x2+4arcsen —— +C.
/\/1+2x—x2 6 V2

¥ +ax+1
x4+ 1)2vx* +4x3 +5x2 + 2x

Ejemplo 1.3.46. / :
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RESOLUCION.
¥ +dx+1
/(x+1)2\/x4+4x3—|—5x2+2x
rCambio: +1:t; x:;—l,dx:—gﬁ
:/ X2 44x+1 dx:/ Popdetl 2721
G DA

ovae ) e

Aplicamos la férmula de reduccion:

29
% = % [(AI+B)\/142] L2

V1—t

Derivando, reduciendo a comiin denominador e igualando coeficientes de potencias de ¢ de igual grado en el
primer y segundo miembro obtenemos: A = —1, B=2, A = 0. Luego,

2 f4x41 2+ 1)vVx2 42
/ X4 dx=(2—1) ﬁ_ﬂw:(”)—x;x
(x+1)2V/x* +4x3 +5x2 + 2x (x+1)

1.3.47. Integrales binomias: /xm (a+bx")P dx (m,n,p € Q)

Teorema 1.3.48 (Chebyshev). Una integral binomia es racionalizable si, y solo si, ocurre alguno de las tres
situaciones siguientes:

1 1
DpeZ WP ez Wl ipez
n n
En efecto, tras el
1
Cambio: x" =t x:t%, dx = 7t%*1
n
resulta:
1 m
/xm(a+bx")” dx— f/r 1 (at br)? d.
n
i) pe’

m:l —IZQEQ%/R(Ivﬁ) dt [tipo (I)]

. q
Cambio: t =v1 =
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1 1
ii) ﬁGZéE—IEZ
n

p::e(@%/];(t,(a—kbt)g) dt [tipo (D)]

S n
Cambio: a+bt =V =|x= (V a)

1 1
i) T ez ez
n n

o e,y (atbi\? o a+bt\s :
pfse(@e/t P (r > dl/R(t,( ; ))dt [tipo ()]

1
bt n
Cambio: at =V =lx= a
t Vv —b

Ejemplo 1.3.49. / Pk

RESOLUCION.

1

/x\/\%?+2dx:/x(2+x%) dx =
—

Cambio: x:(vz—Z)%, dx:3(v2—2)%vdv; V= (x%—l—Z)

(S]]

TN
=
WA
_l’_
[\
SN—
[STEN]
I
‘ —
[\
TN
=
STN)
_|_
[\
N—
Ll
Jr
N
TN
=
ST
Jr
[\
SN—
[S1[9%

3
:3/(\/2—2)21/2 dv=2v— =V 44’ +C=

1.3.9. Integracion de funciones trascendentes
1.3.50. / A e D) = 0 = Pl rosied

Se reduce a la integracién de funciones racionales mediante el

Cambio: f(x)=t, f'(x)dx=dt

[ronas= [ g

& —3 e
Ej lo1.351. [ ———— d
Jemplo / 1o X
RESOLUCION.
& —3 e
/ i Ly .
. 1+e*

+C.
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v dt
Cambio: ¢" =t, dx = —
t
1-3¢t . N
:/I—Hdt=41n|1+r|—3z+c=41n|1+e|_3e e 0
tgd x+t
Ejemplo 1.3.52. / g arigy
1—-2tgx
RESOLUCION.
/tg3x+tgx _
1—2tgx
v dt
Cambio: tgx =t, dx = 22+
t r 1 tgx 1
= ——dt=—=—-In|1-2t|+C=———-1n|1 -2t C.
/1-2; 3 g2l 5 ~ghnll—2exds =
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