Universidad 1;( } OPEN EDUCATION
deLaLaguna O CONSORTIUM

The Global Netwark for Open Educalion

Fundamentos matematicos

Grado en Ingenieria agricola y del medio rural

Temal
Numeros reales. Polinomios

José Barrios Garcia

Departamento de Analisis Matematico

Universidad de La Laguna

jbarrios@ull.es

2017

@050

Licencia Creative Commons 4.0 Internacional



http://www.oeconsortium.org/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
http://www.ull.es
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
http://www.ull.es/view/institucional/ull/Analisis_Matematico_1
http://www.ull.es/
mailto:jbarrios@ull.es

J. Barrios Fundamentos matematicos

Indice
Tema 1. NUMeros reales. POlINOMIOS. .......ciii ettt ettt e e e e e e trree e e e e e e e e arrraeeeeeeeeeennnnnes 3
N T =T Lo - | LTSRN 3
[ =Tt 7 1 Y- | USSR 4
LY 1L T =T o 1Yo [0 o TSR UUUROE 5
[do] [ Ta o] 01 To 13U UUUPN 6
[ T (ol Yo LW T o W e Yo ] 112 V0T 1'0] (o SRR 7
LY=ol B = Tof o T 1= 9

Pagina 2 de 11 OCW-ULL 2017



Fundamentos matematicos Numeros reales y polinomios

Tema 1. NUmeros reales. Polinomios

Numeros reales
En matemadticas se manejan diversos conjuntos de nimeros, entre ellos se encuentran los

e Numeros naturalesN = {1,2,3,4,5, ...}
e NumerosenterosZ ={...,—3,-2,-1,0,1,2,3, ... }
e Numeros racionales Q = {p/q talesquep,q € Z,q # 0}

Cada uno de estos conjuntos esta contenido de forma natural en el siguiente, de forma que

NcZcQ

Los numeros enteros se representan sobre la recta marcando el punto 0 y el punto 1. La distancia
entre 0y 1 se toma como unidad de medida y sirve para representar el resto de los nUmeros enteros.

Los numeros racionales se representan sobre la recta afladiendo a los nimeros enteros los puntos
que resultan al dividir en n partes iguales la distancia entre dos enteros consecutivos (n € N).

Sin embargo, hay puntos de la recta cuya distancia al origen no puede expresarse mediante una
fraccion. Por ejemplo, el punto que resulta al llevar sobre la recta la diagonal del cuadrado unidad.

0 1 V2 2

Para definir la distancia de estos puntos al origen es necesario introducir un nuevo tipo de nimeros,
llamados numeros irracionales. El conjunto de los nimeros irracionales se representa por la letra I.

La diferencia entre los nimeros racionales y los nimeros irracionales puede verse mejor desde el
punto de vista de los nimeros decimales. Los nimeros racionales coinciden con los nimeros
decimales exactos o periddicos.

1/2=0.5 Decimal exacto
1/3=10.3 Decimal periédico

Los numeros irracionales coinciden con los nimeros decimales (infinitos) no periédicos.
V2 = 1.41421356 ... Decimal no periddico

m = 3.14159265... Decimal no periddico
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Tomados en conjunto, los nimeros racionales (decimales exactos o periddicos) y los nimeros
irracionales (decimales no periddicos) forman el conjunto R de los nimeros reales o nimeros
decimales. De modo que

QuUI=R QnI=¢

Densidad de los numeros racionales

Los numeros racionales son densos en R. Es decir, entre dos niumeros reales cualesquiera existe
siempre un numero racional. De la misma manera, entre dos nimeros reales cualesquiera existe
siempre un namero irracional.

Operaciones y orden

Los numeros reales se pueden sumar, restar, multiplicar y dividir (salvo dividir por cero), y el
resultado es un nimero real. Técnicamente, se dice que en R estan definidas dos operaciones,
llamadas suma y producto, tales que R con estas dos operaciones forma un cuerpo conmutativo.

Los numeros reales se ordenan completamente mediante la relacion
a < b < (b — a) es un nimero positivo o igual a cero
Entre las propiedades del orden que usaremos mds adelante, destacaremos

e a<byb<c>a<c.
e a<b=>a+c<b+c.
e a<b>=>-—a=>-b.

La recta real

Los numeros decimales se representan sobre la recta marcando el punto 0y el punto 1. Esta unidad
de medida sirve para marcar los numeros enteros. La distancia entre dos nimeros enteros
consecutivos se divide en 10 partes iguales o décimas, cada décima en 10 partes iguales o
centésimas, y asi sucesivamente. Procediendo de esta forma, podemos hacerle corresponder a cada
numero decimal un punto de la recta, y a cada punto de la recta, un nimero decimal.

Este procedimiento establece una correspondencia uno a uno entre los puntos de la recta y el
conjunto de los nimeros reales, que mantiene el orden definido anteriormente.

Por este motivo, los nimeros reales proporcionan el modelo matematico de la recta y, por extension,
el modelo matematico de las magnitudes continuas de la fisica: espacio, tiempo, velocidad...

En lo que sigue, entenderemos siempre por recta, la recta real, y hablaremos indistintamente de
numeros reales o puntos en la recta.

Intervalos

Entre los subconjuntos importantes de la recta se encuentran los intervalos. Los intervalos pueden
ser acotados o no acotados.
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Intervalos acotados

1. [a,b] = {x € R:a < x < b} Intervalo cerrado.

N

(a,b) = {x € R:a < x < b} Intervalo abierto.

w

[a,b) = {x € R:a < x < b} Intervalo semiabierto por la derecha.

(a,b] = {x € R:a < x < b} Intervalo semiabierto por la izquierda.

Intervalos no acotados

5. (—o,a]l={x€eR:x <a}.

6. (—»,a)={x€eR:ix<al

7. [a,©) ={x€Ria<x}

8. (aq, ) ={x€eRia<x}

9. (—,) =R

Los siguientes intervalos reciben una notacién especial: R* = (0, +0), R™ = (—0, 0)

Ejercicio. Dados los intervalos A = [—3,3], B = (—1,4] y C = [—4, 2), representarlos graficamente y
calcular el resultado de las siguientes operaciones

e AUB,ANB.
e AU(BNO).
e AN(BUC).

Valor absoluto

El valor absoluto de un nimero real a es el valor del nimero considerado positivo.

_(a sia=0
jal={%, &
a sia<0

Ejemplos

e |+5|=5.
¢« I-5l=—(-5)=5.

Propiedades

1. |a|l=0.

2. la|=0 & a=0.

3. |la+b|<|al+|b| (Desigualdad triangular).

4. |ab| = |al||b|.

5. |5 =t (b # 0)

6. lal<be -b<a<b (b = 0). El caso b < 0 no tiene sentido.
7. lalzbeoa=boa<-b (b = 0). Elcaso b < 0 es trivial.
Ejemplos

x| <3 -3<x<3.

OCW-ULL 2017 Pagina 5de 11



J. Barrios Fundamentos matematicos

[x]| =5 x<-50x=5.

[x—1l=0ex—-1=0sx=1.

Distancia entre numeros reales

El concepto de valor absoluto nos permite definir la distancia entre dos nimeros reales como el valor
absoluto de su diferencia.

d(a,b) = |a—b| =d(b,a)
Ejemplos

o d(-3,+5) =|-3—(+5)| =|-8| =8.
o d(+5-3)=|+5-(-3)| = |+8| = 8.

Polinomios
Un polinomio es una expresion de la forma

P(x) = apx™ 4+ ap_1x™" 1 + -+ ayx 4+ ay, cona, # 0
Donde

* ay,ay,.., 0y, son los coeficientes (nUmeros reales fijos).

e nes el grado del polinomio (nUmero entero no negativo).

e x es una variable que puede tomar cualquier valor real.

e El polinomio toma valores en funcién de los valores que tome la variable x.

Ejemplos
e P(x)=x>-3x3+5x—2 (polinomio de grado 5)

e Q(x)=x*+x+1 (polinomio de grado 2)
e P(x)=5 (polinomio de grado 0, o polinomio constante)

El polinomio P(x) = x? + x + 1 toma los valores P(0) = 1,P(1) = 3,P(-1) = 1.
Nota: En matemadticas se suele utilizar la letra x para representar la variable de un polinomio, pero

puede utilizarse cualquier otra letra. Por ejemplo, en Fisica, el polinomio e(t) = 2t? — 3t + 1 puede
indicar el espacio recorrido por un mavil en un tiempo t.

Operaciones

Los polinomios pueden sumarse, restarse multiplicarse y dividirse de forma analoga a como se opera
con los numeros reales. La suma, resta y multiplicacién de polinomios es otro polinomio, pero el
cociente de dos polinomios no es un polinomio, salvo que la division sea exacta.

En general, al dividir dos polinomios % se obtiene un polinomio cociente C(x) y un polinomio resto

R(x), que verifican
P(x) = Q(x)-C(x) + R(x)

Siendo el grado del polinomio R(x) estrictamente menor que el grado del polinomio Q(x).
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Division de un polinomio por (x — a)

Cuando dividimos un polinomio por un binomio de la forma (x — a), el polinomio resto es un
polinomio constante. Llamando Q (x) al polinomio cociente y r al polinomio resto, el polinomio
puede expresarse como

Px)=(x—-a)-Q(x) +r
En el caso de que la divisidn sea exacta, el polinomio puede escribirse como
P(x) = (x—a) Q)

Notese que P(a) = r. Es decir, el valor del polinomio en el punto a es el resto que resulta al dividir el
polinomio por (x — a).

Este tipo de divisiones puede hacerse de la forma estdndar, pero resulta mds cémodo utilizar la
division sintética o método de Ruffini.

Ejemplo. Dividir P(x) = 2x* — 3x2 + x — 5 entre (x + 1).

2 0 -3 1 -5
-1 =2 2 1 =2

2 -2 -1 2 [=7]

La divisién no es exacta. P(x) = (x + 1)(2x3 —2x2 —x +2) - 7.

Ejemplo. Dividir P(x) = x3 — 7x + 6 entre (x + 3).

1 0 -7 6
-3 -3 9 -6

1 -3 2 [o0]

La division es exacta. P(x) = (x + 3) (x%2 — 3x + 2).

Raices de un polinomio

Los valores de x que anulan un polinomio se denominan raices o ceros del polinomio. Calcular las
raices de un polinomio equivale a resolver la ecuacion

Apx" + ap_1x" 1+t a;x+ay =0
El siguiente teorema nos ayuda a determinar el nimero de raices reales de un polinomio?.
Teorema 1. Un polinomio de grado n puede tener como mdximo n raices reales. Sin es impar, el

polinomio tiene un numero impar de raices (al menos tiene una). Si n es par, el polinomio tiene un
numero par de raices (puede no tener ninguna).

Ejemplos
e Elpolinomio x2 + 1 no tiene raices reales.

e Elpolinomio x3 — 1 solo tiene una raiz real x = 1.
e El polinomio x? — 4 tiene dos raices reales x = +2.

L En el dominio de los nimeros complejos, todo polinomio de grado n posee exactamente n raices, reales o
complejas. En lo que sigue, cuando hablemos de raices de un polinomio nos estaremos refiriendo
exclusivamente a las raices reales del polinomio.
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Calculo de raices

Calcular las raices de un polinomio es un problema basico de las matematicas. A veces se pueden
calcular las raices exactas, pero muy a menudo debemos conformarnos con soluciones aproximadas.
En realidad, no existe ningln problema porque disponemos de métodos y programas informaticos
para calcular las raices de cualquier polinomio con la precisién que se desee.

Polinomios de grado < 4
Existen férmulas generales para calcular sus raices en términos de sus coeficientes.

e Gradol.ax+b=0=>x=-b/a.

— 2_
J Gradoz.ax2+bx+c=0:>x=%m_

e Grado 3. http://en.wikipedia.org/wiki/Cubic function.
e Grado 4. http://en.wikipedia.org/wiki/Quartic function.

Polinomios de grado > 5.

No existen férmulas generales para calcular sus raices en términos de sus coeficientes. Salvo casos
particulares, las raices deben calcularse mediante métodos aproximados.

Ecuaciones bicuadradas

La resolucion de ecuaciones de la forma ax?™ + bx™ + ¢ = 0 se reduce a la resolucion de ecuaciones
de segundo grado mediante el cambio de variable x™ = t.

Ejemplo. Calcular las raices de x* — 2x? — 3 = 0.

Haciendo el cambio x? = t nos queda el polinomio t? — 2t — 3 =0, cuyas raices son t = —1,t = +3.
Deshaciendo el cambio

e t=-1= x%=—1= ecuacidn sin raices reales.
o t=43=x2=43=x=+3.

Por tanto, el polinomio solo tiene dos raices reales x = +/3.

Ejercicio. Calcular las raices de x® — 9x3 + 8 = 0. Usar el cambio x3 = t.

Descomposicion factorial

El siguiente teorema establece un resultado muy util sobre las raices de un polinomio.

Teorema 2. E/ polinomio P(x) tiene una raiz a < El polinomio P (x) es divisible por (x — a).
En efecto, al estudiar la divisidn de un polinomio por un binomio de la forma (x — a) hemos visto
que P(x) puede expresarse como P(x) = (x — a) Q(x) + r, verificindose P(a) = r. Por tanto
e Sia esuna raiz del polinomio, P(a) = 0 = r = 0 = el polinomio es divisible por (x — a).
e Siel polinomio es divisible por (x —a), r = 0 = P(a) = 0 = a es una raiz del polinomio.
Como consecuencia de este teorema
e Siaesunaraizde P(x), entonces P(x) = (x — a) Q(x).

e Sibesunaraizde Q(x), entonces Q(x) = (x — b) R(x).
e Portanto, P(x) = (x —a) (x — b) R(x), siendo a y b raices de P(x).
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Si continuamos el proceso hasta agotar las raices reales del polinomio P(x), el resultado es la
descomposicion factorial del polinomio en sus raices reales.

Ejemplos

o 3x—6=3(x-2).

e x2—6x+9=(x—3)?

o x2—4=(x+2)(x-2).

o x3—7x+6=(x—-1)(x—2)(x+3).

o 3x5—48x =3x(x*—16) = 3x(x®> — 4)(x? + 4) = 3x(x — 2)(x + 2)(x% + 4).

Factorizacion de las raices enteras de un polinomio con coeficientes enteros

Como consecuencia del teorema anterior, las raices enteras de un polinomio con coeficientes
enteros, si las tiene, son los divisores del término independiente que anulan el resto de la divisién.
Para factorizarlas, se prueban todos los divisores utilizando sucesivamente el método de Ruffini.

Ejemplo. Factorizar las raices enteras del polinomio P(x) = x3 — 7x + 6.

1 0 -7 6
-3 -3 9 -6
1 -3 2 [0]
2 2 -2
1 -1 [o0]
1 1

1 [o]

Probando sucesivamente los divisores del término independiente vemos que los Unicos que
producen divisiones exactas son x = —3,x = 2,x = 1, de forma que

Px)=x3—7x+6=(x+3)(x?—3x+2)= (x+3)(x—2)(x—1)
Factorizacién de polinomios de segundo grado

Si el polinomio no tiene raices reales, no se puede factorizar. Si el polinomio P(x) = ax? + bx + ¢
tiene raices reales x4, x,, su factorizacion es:

P(x) = alx —x1)(x — x)

Ejemplo. Factorizar P(x) = 2x? — 3x — 2. Las raices del polinomio son x = 2y x = —1/2. Por tanto
P(x) =2(x—-2)(x+1/2)

Orden de multiplicidad de una raiz

Al factorizar un polinomio pueden aparecer raices repetidas. El nUmero de veces que se repite una
raiz se denomina orden de multiplicidad de la raiz.

Ejemplo. El polinomio P(x) = x(x — 1)?(x + 2)3 tiene una raiz x = 0 de multiplicidad 1, una raiz
x = 1 de multiplicidad 2, y una raiz x = —2 de multiplicidad 3.
Inecuaciones

A lo largo del curso nos veremos obligados a resolver distintos tipos de inecuaciones. Las mas
comunes son las inecuaciones en las que intervienen polinomios o cocientes de polinomios. En
general, para resolverlas
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Se pasan todos los términos a un lado de la desigualdad (sumando o restando).
Se simplifica al maximo la expresion.
Se factorizan los polinomios resultantes.

Se hace una tabla de valores para estudiar los cambios de signo de los factores.

v ok W Re

Se obtiene la solucidn.

Nota. Las inecuaciones de primer grado pueden resolverse pasando las incégnitas a un lado, las
constantes al otro, y despejando la incégnita.

Nota. Las inecuaciones de segundo grado pueden resolverse estudiando la grafica de la parabola
resultante.

Ejemplo. Resolver la inecuacion 5(x + 1) — 2 < 2(x — 3).

e 5x+5—-2<2x—-6
e S5x—2x<—-6—-5+2
e 3x<-9

e x< -3

[ )

La solucion es el conjunto S = (—o0, —3).

Ejemplo. Resolver la inecuacién x? > 2 — x.

x—1 - - +
e x24+x-2>0
e (x—Dxx+2)>0 x+2 - + +
e Calculamos la tabla de valores.
e Lasolucidn es el conjunto § = (—o0,—2) U (1,00). + - +
Ejemplo. Resolver la inecuacién; > 1. -2 1
o« 2.1 =0
X
o X > 0. x - + +
X
e Calculamos la tabla de valores. 5y + + -
e Lasolucidn es el conjunto S = (0, 5].
Nota. ¢Por qué no podemos resolver la inecuacion de la - + -
siguiente manera? 0 5
« 21
X
e 5>x

e Lasolucidn (errénea) es el conjunto S=(—o0, 5]

Ecuaciones e inecuaciones con valores absolutos

Si aparece una sola expresidn con valor absoluto, se elimina el valor absoluto aplicando las
propiedades del valor absoluto y se resuelven las ecuaciones o inecuaciones resultantes.

Si aparecen varias expresiones con valor absoluto se estudia donde cambia de signo cada una, se
distinguen los casos mediante una tabla de valores, y se estudia cada caso por separado.

Ejemplo. Resolver la ecuacién |x — 3| = 8. Utilizando la definicién de valor absoluto, vemos que
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x—3=48 x =11
[x—3|=8 & 0 S o

x—3=-8 x=-5

Ejemplo. Resolver la inecuacién |x — 3| < 8. Utilizando las propiedades de valor absoluto, vemos
que

[x—3]<8 & -8<x—-3<8eo-5<x<11
Por tanto, la solucién es el conjunto § = (—5,11).
Ejercicio. Resolver la inecuacion |x — 3| > 8. Solucién § = (—o0, —5) U (11, ).

Ejercicio. Resolver la inecuacién |x + 2| + |x — 2| < 12. Solucién S = [—6, 6].
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