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Fundamentos matematicos Derivacion de funciones

Tema 5. Derivacion de funciones de una y varias variables

Introduccion

De forma intuitiva, diremos que una funcién es continua en un punto, si la grafica de la funcién no se
rompe en dicho punto. De la misma forma, diremos que una funcidn es continua en un intervalo si su
grafica no se rompe en ningln punto del intervalo. En este sentido, una forma efectiva de estudiar
una funcidn continua consiste en estudiar el comportamiento de la tangente a la curva.

En efecto:

e Enlos puntos donde la tangente tiene pendiente positiva, la funcién crece.

e Enlos puntos donde la tangente tiene pendiente negativa, la funcién decrece.

e Enlos puntos donde la tangente tiene pendiente cero (estd horizontal), puede haber un
extremo (mdaximo o minimo)

Por otra parte, tal y como muestra el grafico,

e |atangente es una buena aproximacidn de la curva en los alrededores del punto de
tangencia, lo que nos permite simplificar mucho determinados calculos.

Precisamente, buena parte de la potencia del Cdlculo se debe a que calcular la tangente a una curva
es un proceso bastante sencillo y debidamente automatizado. El proceso consiste basicamente en,
dada una funcion y = f(x), obtener o derivar de ella (de manera mecanica) una nueva funcién
f'(x), que nos indica en cada punto cuanto vale la pendiente de la recta tangente a la curva original
y = f(x) en ese punto. Tanto los puntos extremos de la funcién como los intervalos de crecimiento
y decrecimiento, se obtienen estudiando el signo de la funcidn derivada y los puntos donde se anula.

Nota

Debido a las limitaciones del tiempo de que disponemos, en lo que sigue de curso nos limitaremos a
considerar funciones que se obtengan a partir de las funciones algebraicas y de las funciones
trascendentes elementales utilizando las operaciones elementales y la composicidn de funciones.
Una propiedad importante de todas estas funciones es que son funciones continuas en todo su
dominio.
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J. Barrios Fundamentos matematicos

Salvo el caso de la funcién valor absoluto, descartaremos el estudio de funciones definidas a trozos,
que, a fin de cuentas, se reduce en cada trozo al estudio de las funciones que proponemos, sin mas
gue afiadir al estudio los puntos donde empatan estas funciones.

Tangente a una curva

Para calcular la ecuacion de la recta tangente a la curva y = f(x) en el punto P(x, y) necesitamos
conocer la pendiente de la recta. Para ello, tomamos un punto cercano Q de abscisax + hy

trazamos la recta secante PQ. A medida que el punto Q se acerca al punto P la recta secante se
convierte en la recta tangente. Como la pendiente de la recta secante PQ vale

_fx+h)—f(x)
B h

tana

fe+h) = f(x)

PO IR
=
+ i
=

Cdlculo de la tangente a una curva
Se define la recta tangente en el punto como la recta que pasa por dicho punto y tiene pendiente

[~ fR)
m = lim
h—0 h

Ejemplo. Hallar la ecuacién de la recta tangente a la parabola f (x) = x2 en el punto de abscisa x =
2.

_ 2_52
o m=limIENT@ _ g, @2 =l1lim(4 + h) = 4.
h=0 h h—0 h h—0

e Laecuacidndelarectatangenteesy —4 =4(x —2) = y = 4x — 4.

Ejemplo. Hallar la ecuacién de la recta tangente a la recta y = x en el punto de abscisa x = 1.

— lim fON @) g TR e R g
h—0 h h—0 h h—-0h
e Llaecuacidondelarectatangenteesy—1=1x—-1) =y ==x.

e m

Ejemplo. Hallar la ecuacién de la recta tangente a la clbica f(x) = x3 en el punto de abscisa x = 0.

_ 3_
o m=lmIUNTO _ 4 B0 i pz — 0,
h-0 h h-0 h h-0

e Laecuacidn delarectatangenteesy —0=0(x—0) =y =0.
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Fundamentos matematicos Derivacion de funciones

Ejemplo. Hallar la ecuacidn de la recta tangente a la funcion f(x) = Vx en el punto de abscisa x =
0.

3
. fO+n)-f(0) ., Yh-0 ., 1 .1
m = lim—————= = lim =lim —= = lim =
h—0 h h—0 h h—0h?/3  p50 V2
e Siobservamos la grafica de la funcién vemos que la recta tangente es x = 0.

° = 400,

Tal y como se desprende de estos ejemplos

e Latangente a una recta en un punto es la propia recta.
e Latangente a una curva puede cortar a la curva en uno, varios o infinitos puntos.
e Latangente puede atravesar la curva en el punto de tangencia.

Curvas sin tangente

Es facil ver que, si una funcién no es continua en un punto, la funcién no tiene tangente en ese
punto. No obstante, hay casos en que la funcién es continua en un punto y, sin embargo, no tiene
tangente. Normalmente, esto sucede cuando la grafica de la funcién forma un pico en el punto en
cuestion (su grafica no es suficientemente redondeada en los alrededores del punto). El ejemplo
estandar lo proporciona la funcién valor absoluto en el origen de coordenadas.

Ejemplo. La grafica de la funcion y = |x| no tiene tangente en el punto x = 0.

_ +
En efecto, al calcular m, obtenemos m = lim fO+h)=70) _ h’mm = {+1 cuando h - 0_
h—=0 h h—0 h —1 cuando h—-0

Funcion derivada

Para poder construir una funcién que nos proporcione la pendiente de la recta tangente a la funcidn
original en cada punto debemos evitar dos tipos de puntos

e Puntos sin tangente (la pendiente no existe)
e Puntos con tangente vertical (la pendiente es infinita)

Por ello, diremos que una funcidn es derivable en un punto si la pendiente de la recta tangente en
ese punto existe y es finita. En este caso, la pendiente de la recta tangente en el punto se llamara
derivada de la funcién en el punto y la escribiremos f'(x).

Definicidn. Sea funa funcion derivable en un intervalo, su funcion derivada primera es la funcion f'
que a cada punto del intervalo le asocia el valor

o) = i[O =1

Si la funcion f' es derivable en el intervalo, se define la funcién derivada segunda de f como la
funcién f" que a cada punto del intervalo le asocia el valor:
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fu(x) — }ll,_l‘)l’(l)f,(x + h}z —f’(X)

Procediendo analogamente se definen las derivadas sucesivas de f de orden n € N arbitrario,
denotadas por ™.

Teorema 1. f derivable en un punto (o en un intervalo) = f continua en el punto (o en el intervalo).

Diferencial de una funciéon

Como hemos senalado, la tangente a una curva en un punto es una buena aproximacion a la funcién
en los alrededores del punto.

dy

Diferencial de una funcion
- - : d .
De manera que, definiendo dx y dy como se indica en la figura, resulta d—z =tana = f'(x). O bien,

dy = f'(x) dx

La cantidad variable dy = f'(x) dx se denomina diferencial de la funcién en el punto x, y resulta
una buena aproximacion al verdadero incremento de la funcién en los alrededores del punto. Es
decir

dy = f(x+h) — f(x)
Notacién diferencial

Este hecho estd en el origen de la notacion diferencial de la derivada, segun la cual, la derivada de la
funcién y = f(x) podemos escribirla como dy/dx, o bien, como df /dx. Es importante destacar que
la notacion dy/dx tiene un caracter ambivalente.

e Por una parte, podemos entenderla como un simbolo Unico e inseparable que representa,
simplemente, la derivada y’(x) de la funcién. Por ejemplo, siy = x3

dy . (x+h)3—x3 5
Pl i R

e Por otra parte, podemos entenderla como un cociente de dos cantidades distintas, diferencial
. . d . .
de x, y diferencial de y, de forma que ﬁ = y'(x). Lo que, en el caso anterior, nos permite
escribir
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Fundamentos matematicos Derivacion de funciones

dy = 3x? dx
En los temas 7 y 8 interpretaremos dy/dx en ambos sentidos, segliin sea mas conveniente.
Nota. El concepto de diferencial es extremadamente sutil y su elaboracién completa desborda los
limites de este curso. Una explicacién detallada puede verse aqui
Derivada de las funciones elementales

A continuacidn, presentamos las funciones derivadas de las funciones elementales. Notese que el
dominio de la funcién derivada puede no coincidir con el dominio de la funcién primitiva.

n n-1 1{/_ 1 1
x> nx"" X > ——— senx — cosx asenx » ———
nVxn-1 V1 — x2

-1
e* — e* a* - a*lna cosx - —senx acosx » ——
V1 —x2

) 1
Inx - — log, x = tanx — sec®x atanx — 5
x xIlna 1+x
Tabla 1. Derivada de las funciones elementales.
Ejemplos

o f(x)=x*= f'(x) = 4x3.
o f(x)=3*= f'(x) =3%In3.

1
¢ f@=E=AP S =t =1 =

w
g
N

Calculo de la derivada

Sean f, g funciones derivables en los intervalos apropiados y k un niumero real. Entonces las
siguientes funciones son derivables en los intervalos apropiados, y sus derivadas son:

e (frg)'=f"tg"

o (kf) =kf".

s (Fro=fg+fg.

e (f/g) = fgg;zf‘q, siempre que g(x) # 0.

Ejemplos

o f(x)=3x*—-2x3+45x2+2x—1= f'(x) = 12x3 — 6x% + 10x + 2.

_ x2-2 , _2x (x+1D)—(x2-2)1 _ x%42x+2
c f@ =g == @ +1)? T @

Regla de la cadena

e (gof) ()= g’(f(x)) - f'(x). Como aplicacion, se obtiene la siguiente tabla
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! !

ut > nuv 1ty Yu - nL sen(u) — cos(u) u’ aseny = ——
nvun-1 V1 —u?
e - et u a* - a*lna u’' cos(u) » —sen(u) u’ acosu » ——
V1 —u?
u u' u'
In(u) — — log. u — tan(u) — sec?(u) u’ atanu —
(W) u Ba ulna (@) ) 1+ u?

Tabla 2. Derivada de las funciones elementales, siendo u = u(x).
Ejemplos

e f(x) = sen?(x) — Se deriva como una funcién de la forma: u™.
e f(x) = sen(x?) - Se deriva como una funcién de la forma: sen(u).

Derivada de la funcion inversa

Como consecuencia de la regla de la cadena, si f posee inversay f'(x) # 0 en un intervalo, entonces

f Y es derivable en el intervaloy (f 1)'(x) = L

1)
Demostracion
—1N\7/ ! ! — -1\ —-1y/ 1
Y@= (@) FYE=1> " (x)=m-
Ejemplo. Calcular la derivada de la funcién asen(x) .
f(x) =senx 1 1 1

} = asen’(x) =

f71(x) = asenx cos (asenx) \/1 — sen?(asen x) B V1 —x2

Interpretacion de la derivada

La derivada de una funcién puede interpretarse de formas diferentes, seguin el contexto en que
estemos trabajando. Entre las mas importantes, cabe sefalar que la derivada de una funcién en un
punto nos proporciona:

e La pendiente de la recta tangente a la curva en ese punto.
e Lavelocidad instantdanea del mévil en ese punto.
e En general, la tasa de cambio instantaneo de la funcidn en ese punto.

Interpretacion geométrica

La derivada de una funcién en un punto nos proporciona la pendiente de la recta tangente en ese
punto. Ello nos permite calcular facilmente la ecuacién de la recta normal a la funcién en el punto
(recta perpendicular a la tangente en el punto) y el dngulo que forman dos curvas al cortarse (angulo
qgue forman sus tangentes en dicho punto).

e Ecuacidn de la recta tangente a la curva y = f(x) en el punto (x4, o),
Yy — Yo = f(xo)(x — xo)

e Ecuacion de la recta normal a la curva y = f(x) en el punto (xq, yo),

Pagina 8 de 15 OCW-ULL 2017



Fundamentos matematicos Derivacion de funciones

1
y—J/o=_f,(x0)(x—xo) f'(xo) #0
X = X f'(x) =0

e Angulo 8 que forman dos curvas f y g en el punto de corte (xg, y,).
f'(x0) — g'(x0)
1+ f'(x0)g'(x0)

Naturalmente, si 1 + f'(x,)g'(xy) = 0 las rectas tangentes son perpendiculares en el punto de
corte, y las curvas se dicen ortogonales en ese punto (se cortan perpendicularmente).

m-—m'

tan 0 =

1+m-m

Ejercicio. Calcular las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la parabola f (x) = x? — 1 en sus
puntos de corte con el eje X.

Ejercicio. Calcular los dngulos que forman las curvas f(x) = x2 —x + 1y g(x) = 4 — x? en sus

puntos de corte.

Derivacién de funciones implicitas

Si la funcion viene dada forma implicita mediante una expresion F(x,y) = 0, podemos obtener su
derivada en forma implicita. Para ello, derivamos término a término la expresion con respecto a x,
teniendo en cuenta que y es una funcidn de x (regla de la cadena).

En general, la derivada implicita calcula la pendiente de la recta tangente en funcién de las dos
coordenadas (x, y) del punto. Por el contrario, la derivada explicita calcula la pendiente en funcién
de la abscisa x del punto.

Ejemplo. La ecuacién de la circunferencia unidad es x? + y? = 1. Derivando implicitamente
obtenemos

2x+2yy' =0=y"' =—x/y

De forma que las pendientes, m y m’, de las rectas tangente y normal en cada punto de la
circunferencia vienen dadas por

m=—x/y
m' =y/x
Asi, por ejemplo
a) Pendiente de la recta tangente en el punto P (\/;,g) m = _% = -1
b) Pendiente de la recta normal en el mismo punto: m' = —1/m = 1.

c) Puntos con tangente horizontal:
m=0=>x=0=>y=41= P(0,1),P(0,—1).
d) Puntos con tangente vertical: puntos donde la recta normal estd horizontal.
m=0=>y=0=>x=+1=P(1,0),P(-1,0).
Ejemplo. Derivar la ecuacién de la hipérbola xy = 1, de forma implicita y de forma explicita.

a) Deformaimplicita,xy=1=>y+xy'=0=>y = —y/x.
b) De forma explicita, y = 1/x = y' = —1/x2.
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Ejemplo. Derivar implicitamente la funcién 3x2y — 6xy3 +7 = 0.

, , . 2y%—2xy
6xy +3x2y' —6y3 —18xy%y' =0=>y' = P~

Ejercicio. Calcular las ecuaciones de las rectas tangente y normalalacurvax? + 3xy + y2+1=0
en el punto P(—1, 2).

Ejercicio. Demostrar que la elipse 4x? + 9y? = 45y la hipérbola x? — 4y? = 5 son ortogonales.
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Fundamentos matematicos Derivacion de funciones

Derivacion de funciones de dos variables

Introduccion

De forma similar al caso de una variable, para determinar los puntos donde una superficie alcanza
sus valores extremos (maximos y minimos) debemos estudiar las tangentes a la superficie en cada
punto.

En realidad, desde un punto sobre una superficie podemos trazar tangentes en muchas direcciones.
Las dos tangentes principales son las tangentes paralelas a los planos coordenados XZ e YZ. Las dos
tangentes principales en el punto determinan un plano, denominado plano tangente a la superficie

en el punto.

0z 0z
ox dy

y cte.

X cte.

La recta perpendicular al plano tangente que pasa por el punto es la recta normal a la superficie en el
punto. Para definir y calcular todos estos elementos necesitamos el concepto de derivada parcial.

Derivadas parciales

Sea z = f(x,y) una funcion de dos variables. Llamaremos

. . ., 0z .
e Derivada parcial de f respecto de x a la funcién 3, aue resulta de derivar f con respecto a la

variable x, considerando la variable y constante.
. . ., 0z .
e Derivada parcial de f respecto de y a la funcién 5, due resulta de derivar f con respecto a y,
considerando x constante.

Notacidn. Las siguientes notaciones son equivalentes, utilizaremos una u otra seguin nos resulte mas
coémodo en cada caso

0z _of 0z _of _  _
(')x_(')x_zx_fx (')y_ay_zy_fy
Ejemplo. Calcular las derivadas parciales de la funcién z = xy? + x3.
o z,=y?+3x%
e z,=2xy+0=2xy.
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. .. op 0z 0z
Ejemplo. Probar que la funcién z = In(x? + xy + y?) verifica xo—+ Yoy = 2.
2 2x+y
R X7 x24xy+y2? o5 0z n 8z _ 2x%+xy xy+2y?  2x?42xy+2y?  2(x%4xy+y?)
___x+2y 0x jlay T ox24xy+y2  x24xy+y2 | x24xy+y2 xP4xy+y?

Z = ———
Y x24xy+y?

Ejemplo. Calcular las derivadas parciales de z = \/x2 + 3y en el punto P(1, 8).

o« z,=—= = 7,(1,8) = 22 -1
X 2/x2+3y X\ 2V12+38 5

3 3 3
o 7, =—m7,(18) = —F——==—.
Y o 2 /x%+3y y(1,8) 2V1Z+3.8 10

Interpretacién geométrica

Las derivadas parciales de una funcidon en un punto nos proporcionan las pendientes de las rectas
tangentes paralelas a los planos coordenados en dicho punto. Es decir, dada la funcion z = f(x,y) y
un punto de su grafica P(xg, Vo, Zo)

o 7,(x0,¥0) es la pendiente de la recta tangente en P paralela al plano XZ.
* 7,(x0,¥o) es la pendiente de la recta tangente en P paralela al plano YZ.

Ejemplo. Calcular la pendiente de la recta tangente a la curva que resulta de intersectar la superficie
z = xy + 3x% conel planoy = 3, en el punto (2,3, 18).

zZ, =y +6x = 2.(2,3) =15.

z = xy + 3x?

Esta solucién equivale a y=3 } = z(x) =3x+3x?> =2z (x) =3 + 6x = Z/(2) = 15.

Plano tangente y recta normal

El célculo del plano tangente y la recta normal a la superficie en un punto resulta mucho mas sencillo
si expresamos la superficie de forma implicita, es decir, mediante una ecuacién F(x,y,z) = 0.

Vector normal a una superficie en un punto

Dada una superficie F (x,y,z) = 0, llamaremos F,, F,
X, Y, Z respectivamente. El hecho fundamental es que el vector normal 71 a la superficie en un punto

P, puede expresarse en términos de las derivadas parciales de la funcién en el punto, siendo

F, a las derivadas parciales de F respecto de

n= (Fx'Fy'FZ)
Por tanto, la ecuacién del plano tangente a la superficie en el punto Py (X, Yo, Zo) sera
E(x—x0)+Ey—y)+FE(z—2)=0
Y la ecuacién paramétrica de la recta normal a la superficie en el punto P, serd
(x,y,2) = (xo + AF;, o + AR, zy + AF,)

O bien, en forma continua

x—xozy—YOZZ—Zo
F, E, F,
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Fundamentos matematicos Derivacion de funciones

Nota

e Se entiende que F, Fy, F; estan evaluadas en el punto P,.
e Cualquier vector proporcional a n = (F, E,, F,) proporciona el mismo plano tangente.
e Sila superficie viene dada de forma explicita z = f(x,y), entonces

F(x,y,z) = f(x,}/) —z=0=>1n= (Fery'Fz) = (fxrfyr_l)

Ejemplo. Calcular la ecuacidon del plano tangente y las ecuaciones de la recta normal a la superficie
z=3x?+2y%2 —11enelpunto P(2,1,3).

Escribiendo la superficie de forma implicita tenemos

e F(x,y,z) =3x>+2y2—z—-11=0.
o A=(F,F,F)=(6x4y,—1)

En el punto P(2,1, 3) los resultados son

e Vectornormal i = (12,4, -1).
e Planotangente: 12(x —2)+4(y—1)—(z—3)=0=> 12x + 4y — z = 25.
y-1_ 278

x—2
e Rectanormal:=— = .
12 4 -1

Ejemplo. Demostrar que las siguientes superficies son tangentes en el punto P(2,1,1).

F(x,y,2) =x?>+4y% —4z> —4 =0 }
G(x,y,2) =x*>+y*+2z>—6x—6y+22+10=0
F T
G
m n

Dos superficies son tangentes en un punto si comparten el mismo plano tangente en el punto, lo que
equivale a que los vectores normales a las superficies en el punto sean paralelos. Por tanto,
e Comprobamos que el punto pertenece a la interseccién de las superficies. En efecto
F(2,1,1) = 0}
G(2,1,1)=0
e Calculamos los vectores normales a cada superficie en el punto de interseccién.

n = (2x,8y,—82) } n = (+4, +8,—8)} R _,

_ - >n=-2'm

m= (2x— 6,2y —62z+2) m = (—2,—4,+4)

e Los vectores son proporcionales, por tanto, definen el mismo plano tangente en el punto.

Ejemplo. Determinar los puntos de la esfera x? + y? + z2 = 1 cuya recta normal es paralela al
vector ¥ = (1,1,1).
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El vector normal a la esfera en un punto es 1t = (F, Fy, E,) = (2x, 2y, 2z) = 2(x,y, z). Por tanto,
podemos tomar en cada punto el vector normal simplificado 7 = (x, y, z).

Los puntos que buscamos deben verificar las dos condiciones siguientes

x2+y2+zz=1} x2+y2+zz=1}
— - =
n=Aw (x;YIZ) = /1(1’1’1)

Expresando la segunda ecuaciéon componente a componente, obtenemos un sistema de cuatro
ecuaciones con cuatro incégnitas, que debemos resolver.

x2+y?+z2=1 73
_ 3
X =2 S+ =1m0= 4

y=42
z=A
_V3 v, =V3 Y3 . V3 V3
R A
3 S _V3 _¥3 _¥3
* A=—-F>ox=y=z= 3:>Q( 3’ 3’ 3)

Las soluciones son los puntos P, Q obtenidos.

Ejemplo. Determinar los puntos de la esfera x? + y2 + z2 = 1 con plano tangente paralelo al plano
coordenado XZ.

El vector normal de los puntos de la esfera pedidos debe ser perpendicular al plano XZ, es decir,
paralelo, por ejemplo, al ¥ = (0,1,0). El problema equivale, por tanto, a calcular los puntos de la
esfera con vector normal paralelo al vector ¥ = (0,1,0). Un problema equivalente al anterior que, al
hacerlo, da como resultado los puntos P(0, +1, 0).

Derivadas parciales de orden superior

Dada una funcién z = f(x,y), dado que dz/dx,dz/dy son funciones de (x,y), podemos diferenciar
cada una de ellas, tanto respecto de x, como respecto de y.

Estas derivadas se denominan derivadas parciales seqgundas, y se denotan de la siguiente manera

0z 0 (0z\ 0°z 0z 0 (62) 0%z

ax | ox (&) T oxz T P ay | ax\ay) " axay ~ 2~
] (62) _ 0%’z 0 (62) _ 0%z
oy \ax) ~ ayox ~ v ay\ay) “ayz =

Las derivadas sucesivas de la funcion se definen de forma andloga.

Ejemplo. Calcularlas las derivadas segundas de z = sen(2x + 3y) + Inx.

z, = 2cos(2x + 3y) + l/x} _ Zox = —4sen(2x + 3y) — = Zyy = —6sen(2x + 3y)}

xZ
z, = 3 cos(2x + 3y) Zyy = —9sen(2x + 3y) Zyx = —6sen(2x + 3y)

Teorema 2. z = f(x, y) funcidn continua con derivadas segundas continuas = zy, = Zy,.
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Fundamentos matematicos Derivacion de funciones

Derivacion de funciones implicitas
Sea F(x,y,z) = 0 una funcién implicita de z. Si F, # 0, entonces
zy =—FK/F zy=—-F/F
Ejemplo. Dada la esfera unidad x? + y% + z2 = 1. Calcular z,, zy, en el punto P(0,0, 1).

Escribiendo la funcién de forma implicita obtenemos F(x,y,z) = x2 + y? + z2 — 1 = 0.

F, 2x X (0,0, 1) 0
= —— = —— = —— =
T TE T T T Ty T 1
K 2y y 0
zy=—Fy=—Z=—E:>zy(0,0,1)=—I=0
Z

Funciones de una variable

Este método proporciona una nueva forma de derivar funciones implicitas de una variable. En efecto,
si F(x,y) = 0 es una funcién implicita de una variable, se tiene

Ejemplo. Derivar implicitamente el llamado folium de Descartes x> + y3 = 6xy.

Reescribiendo la funcién de forma implicita obtenemos F (x,y) = x3 + y3 — 6xy = 0. De donde

F

F, =3x% - 6y} , F, 6y—3x* 2y—x?
y = _ _
Y

E, = 3y* — 6x " E, 3y2—6x y?-—2x

Folium de Descartes
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