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Fundamentos matematicos Aplicaciones de la derivada

Tema 6. Aplicaciones de la derivada

Introduccion

En la primera parte del tema veremos los métodos basicos para estudiar el comportamiento de las
funciones de una variable que estudiamos en este curso (ver tema 5). Nos interesa determinar los
intervalos donde la funcién crece, los intervalos donde la funcidn decrece, asi como los puntos donde
la funcién alcanza sus valores maximos y minimos. La herramienta bdsica sera la posicidon de la recta
tangente, estudiada mediante de la derivada de la funcién.

En la segunda parte del tema, estudiaremos los métodos que nos permiten determinar los extremos
de una funcién de dos variables. En este caso, la herramienta basica serd el plano tangente,
estudiado mediante las derivadas parciales de la funcidn.

Extremos

A: minimo local
C: minimo local
D: maximo local
B: maximo absoluto

E: minimo absoluto

Crecimiento y decrecimiento

5] La funcion crece entre Ay B,yentre CyD
La funcion decrece entre By Cyentre DYE

Estudio de funciones de una variable
Sea f una funcidn definida en un intervalo I R, diremos que:

e f esestrictamente creciente en el intervalo © Vx,y € [,x <y = f(x) < f(y).
e f esestrictamente decreciente en el intervalo ©® Vx,y € [,x <y = f(x) > f(y).

Sea xy un punto del intervalo I, diremos que

e f tiene un mdximo absoluto en x, si f (xq) = f(x) para todo x perteneciente a I.
e f tiene un minimo absoluto en x, si f (xy) < f(x) para todo x perteneciente a I.
e f tiene un extremo absoluto en x; si f tiene un maximo o un minimo absoluto en x.

Sea xy un punto del intervalo I, diremos que

e f tiene un mdximo relativo en xy < si f(xy) = f(x) para todo x en algun un entorno
abierto de x contenido en I.

e f tiene un minimo relativo en xy < si f(xy) < f(x) para todo x en algin un entorno
abierto de x; contenido en .

e f tiene un extremo relativo en x; si f tiene un maximo o un minimo local en x,.
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Nota. Los extremos relativos también se denominan extremos locales.

Crecimiento y decrecimiento

Estudiar el crecimiento y el decrecimiento de la funcidn consiste en determinar los intervalos en los
que la funcidn crece o decrece. Para ello se procede de la siguiente manera.

1. Se calculan los puntos del dominio en que f no es derivable.
2. Se calculan los puntos singulares de f (puntos del dominio que anulan la derivada primera).

3. Los puntos singulares y los puntos en que f no es derivable dividen el dominio de la funcién en
varios subintervalos.

4. Se estudia el signo de f' en cada uno de dichos subintervalos.

e f'(x) > 0enun subintervalo = f estrictamente creciente en dicho subintervalo.
e f'(x) < 0enunsubintervalo = f estrictamente decreciente en dicho subintervalo.

Extremos relativos

Calcular los extremos de una funcién consiste en determinar los puntos en los que la funcién alcanza
sus valores maximos y minimos (absolutos o relativos). Los extremos relativos de la funcién se
encuentran entre los siguientes puntos.

e Puntos singulares de f.
e Puntos en que f no es derivable.
e Puntos extremos del intervalo I (si pertenecen al dominio de la funcion).

Los puntos en que f no es derivable y los puntos extremos del intervalo deben estudiarse de forma
individual, comprobando, uno a uno, si son, o no, extremos.

Los puntos singulares pueden estudiarse con la derivada primera o con la derivada segunda.
Utilizaremos una u otra en funcién de cada caso concreto.

Método de la derivada primera

Se estudia el signo de f'(x) a laizquierda y a la derecha de cada punto singular.

e Sila derivada es positiva a la izquierda y negativa a la derecha, el punto es un maximo.
e Sila derivada es negativa a la izquierda y positiva a la derecha, el punto es un minimo.
e Sino hay cambio de signo, el punto no es un extremo.

Método de la derivada segunda

Se calcula la derivada segunda de f en cada punto singular x;.

e f"(x;) > 0= x; es un minimo.

e f"(x;) < 0= x; es un maximo.

e f"(x;) = 0 = se calculan las derivadas sucesivas de f en x;. Si la primera derivada no nula es
de orden par, el punto es un extremo (un méximo si la derivada es negativa, y un minimo si la
derivada es negativa). Si la primera derivada no nula es de orden impar, el punto no es un
extremo.

Ejercicio. Estudiar el comportamiento de la funcién f(x) = —3x* + 6x? — 1 en todo su dominio.
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y= —da* +6a® — 1

VAN VA

X1

Extremos absolutos

Una vez obtenidos los extremos relativos de la funcién, podemos proceder a determinar los posibles
extremos absolutos. Debemos hacerlo con cuidado pues pueden darse diversas circunstancias. Por
ejemplo, es facil ver que una funcién puede tener extremos relativos y no tener extremos absolutos.
En general, los métodos a utilizar varian segun las funciones y sus dominios.

Extremos absolutos en un dominio cerrado y acotado

Si estamos trabajando con una funcidn continua definida en un dominio cerrado y acotado la
situacién es particularmente sencilla, porque en este caso la funcién alcanza con toda seguridad sus
extremos absolutos (maximo y minimo) en dicho dominio (teorema de Weierstrass). Por tanto, para
identificar sus extremos absolutos:

1. Localizamos todos los candidatos a extremos

a) puntos singulares en el interior del dominio.
b) puntos en que la funcién no es derivable.
c) puntos situados en la frontera del dominio.

2. Evaluamos la funcién en cada uno de esos puntos.

3. Seleccionamos los puntos donde la funcidn alcanza sus extremos absolutos.

Extremos absolutos en un dominio que no es cerrado y acotado

Si el dominio no esta cerrado y acotado, la situacidon es mas complicada. En general, procederemos
de la siguiente manera.

1. Localizamos todos los candidatos a extremos

a) puntos singulares en el interior del dominio.
b) puntos en que la funcion no es derivable.
c) puntos situados en la frontera del dominio.

2. Estudiamos la funcion en cada uno de los puntos obtenidos, tratando de determinar si es o no un
extremo absoluto.

a) En algunos casos bastara estudiar el crecimiento y el decrecimiento de la funcion.

b) En otras ocasiones podremos utilizar argumentos fisicos o intuitivos.

c) En otras situaciones deberemos estudiar el comportamiento de la funcién mediante limites.
Los casos mas complicados quedan fuera del alcance de este curso.

Ejercicio. Estudiar el comportamiento de la funcién f(x) = VxZ =1 en el intervalo [-3,3].
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05 15 2 25 3

Problemas de optimizacion

Problema. Deseamos acotar un terreno utilizando 100 metros de valla ¢ Qué forma debemos darle al
terreno para que el drea encerrada sea maxima (optimizar el uso de la valla)?

Veamos algunas posibilidades

e Un rectangulo de 40 y 10 m de lado encierra un area de 400 m?2.
e Un cuadrado de 25 m de lado encierra un area de 625 m?.
e Uncirculo de 100/2m m de radio encierra un area de 795.8 m?.

Como vemos las diferencias son notables, y lo cierto es que de todas las figuras planas con un mismo
perimetro, el circulo es la que encierra drea maxima. Andlogamente, de todas las figuras espaciales
con la misma superficie, la esfera es la que encierra volumen maximo. Resolver el problema general
es complicado, pero podemos plantearnos un caso mas sencillo.

Problema. Consideremos todos los rectangulos con un perimetro de 100 metros ¢ Cudl de ellos
encierra drea maxima?

En general, los problemas de optimizacién plantean una situacion en la que debemos optimizar
(maximizar o minimizar) alguno de los parametros del problema. Para resolverlo debemos establecer
la funcion que queremos optimizar (funcion objetivo), sujeta a las restricciones que indique el
problema (restricciones). A continuacién, calculamos los valores donde la funcidn alcanza su valor
maximo o minimo absoluto. En este caso

e Funcion objetivo (area de un rectangulo): f(x,y) = xy.
e Restriccion: 2x + 2y = 100 = y = 50 — x.
e Funcion a maximizar: f(x) = x(50 — x).

Estudiamos la funcidn y su derivada.
e f(x)="50x—x2. Dominio (0, 50).
e f'(x)=50—2x. Dominio (0, 50).
Obtenemos los candidatos a extremos.
e Puntos singulares: f'(x) = 0 = x = 25.

e Puntos donde la funcion no es derivable: no tiene.
e Puntos extremos del dominio: no tiene.

Estudiamos el Unico candidato utilizando el método de la derivada primera.

e f'(x)=50—2x>0en (0,25) = lafuncidn es estrictamente creciente en (0, 25)
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e f'(x) =50—2x < 0en(25,50) = la funcidn es estrictamente decreciente en (25, 50).
e Portanto, la funcidn tiene un maximo absoluto en x = 25.
e El cuadrado de lado 25 m encierra un drea maxima de 625 m?.

Ejemplo. Se desea fabricar un depdsito de hojalata de 500 litros de capacidad, con forma de
paralelepipedo abierto y fondo cuadrado. ¢ Cudles deben ser sus dimensiones para que la cantidad de
hojalata empleada sea minima?

e Funcién objetivo (superficie del depésito): f(x,y) = x? + 4xy.
e Restriccién: x2y = 500 = y = 500/x2.

500
==

2000

e Funcién a minimizar: f(x) = x? + 4x x? + —

Estudiamos la funcién y su derivada.

o flx)=x%+ @. Dominio (0, o).
o f'(x)=2x-— 2220. Dominio (0, o).

Obtenemos los candidatos a extremos

e Puntos singulares: f'(x) = 0 = x = 10.
e Puntos donde la funcion no es derivable: no tiene.
e Puntos extremos del dominio: no tiene.

Estudiamos el Unico candidato utilizando el método de la derivada segunda.

,, 4000
o fr@=2+%%

e Estudiando el crecimiento y decrecimiento de la funcién en todo su dominio vemos que se
trata de un minimo absoluto.

= f"(10) = 6 > 0 = x = 10 es un minimo relativo.

e las dimensiones debenserx = 10 dm,y = % =5dm.

Ejercicio. Un jardin tiene forma semicircular y su radio mide 20 m. En su interior se quiere instalar un
parterre rectangular, uno de cuyos lados estd sobre el diametro mientras que el lado opuesto tiene
sus vértices en la semicircunferencia. El parterre se plantara de camelias, cada una de las cuales
ocupa 0.25 m?. ¢Cudl es el nimero méaximo de camelias que pueden plantarse? (Se recomienda
utilizar el método de la derivada primera).

Estudio de funciones de varias variables

Los extremos absolutos y relativos de una funcién de dos o mas variables se definen de forma
andloga al caso de una variable. De la misma manera, calcular los extremos de una funcién consiste
en determinar los puntos en los que la funcién alcanza sus valores maximos y minimos (absolutos o
relativos).
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Nota. Para simplificar la exposicion, de aqui en adelante solo consideraremos funciones de varias
variables con derivadas parciales continuas de primero y segundo orden.

Estudio de los puntos criticos

Sea z = f(x,y) una funcion definida en un dominio abierto D. Los puntos criticos de f son los
puntos (a, b) del dominio que verifican f;(a, b) = f,(a,b) = 0. Es decir, los puntos del dominio con
plano tangente horizontal. En un punto critico solo puede ocurrir alguna de estas tres cosas

e La funcién tiene un maximo relativo
e La funciéon tiene un minimo relativo
e La funcién tiene un punto silla (punto critico que no es un extremo).

Superficie con punto silla en el origen de coordenadas

Para clasificar los puntos criticos, calculamos en cada punto el valor del determinante Hg,
denominado hessiano de f.

fxx fxy

2
fxy fyy - fxxfyy - (fxy)

Hf=

Y utilizamos el siguiente criterio

e He(a,b) > 0 = f tiene un extremo relativo en (a, b).
e He(a,b) <0 = f tiene un puntosilla en (a, b).
e Hg(a,b) = 0 = El criterio no nos permite decidir (caso fuera del alcance del curso).

En el caso de que la funcion tenga un extremo en (a, b), el siguiente criterio nos permite determinar
si se trata de un maximo o de un minimo.

o fix(a, b) < 0= maximo relativo.
e fix(a,b) > 0= minimo relativo.

Ejemplo. Determinar y clasificar los puntos criticos de f(x,y) = x3 — 6x — 6xy + 6y + 3y2.
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y=0
V= 7.07107

La funcién es un polinomio definido en todo en R?, por tanto, se trata de una funcién continua con
derivadas parciales de segundo orden continuas en un dominio abierto.

Determinamos los puntos criticos (f, = f;, = 0)

fe= 3x2_6—6y=0} x=0,y:—1} P(O,—l}

* f,= —6x+6+6y=0§_ x=2y=+1f" Q2 +1
Calculamos el hessiano de la funcidn
fxx fxy

. H= =|f’6‘ _2|=36x—36.

foy  fyy

Evaluamos los puntos criticos en el hessiano

e Hg(0,—1) < 0= P(0,—1) es un puntosilla.
e Hp(2,+1) > 0> Q(2,+ 1) es un extremo.

Determinamos de qué tipo es el extremo.

o fx(2,1) > 0= Q(2,1) minimo relativo.

Extremos absolutos

En general, los métodos mas adecuados varian segun las funciones y sus dominios. A continuacién,
veremos algunos métodos especificos.

Extremos absolutos en un dominio cerrado y acotado

Si la funcién estd definida en un dominio cerrado y acotado, entonces alcanza sus extremos
absolutos (maximo y minimo) en dicho dominio (teorema de Weierstrass). Dichos valores se alcanzan
en un punto critico del interior del dominio, o en un punto de su frontera.

Por tanto, para identificar sus extremos absolutos, procedemos de la siguiente manera:

1. Localizamos todos los candidatos a extremos, es decir, todos los

a) puntos criticos situados en el interior del dominio.
b) posibles extremos situados en la frontera del dominio.

2. Evaluamos la funcién en cada uno de estos puntos.
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3. Seleccionamos los puntos donde la funcidn alcanza sus extremos absolutos.
Ejemplo. Calcular los extremos absolutos de la funcién f(x,y) = 2x? + y2 —4x — 2y + 3 enel
rectanguloD = {(x,y) /0 <x <3,0<y < 2}.

Se trata de una funcién continua con derivadas parciales de primero y segundo orden continuas,
definida en un dominio cerrado y acotado. Por tanto,

e Calculamos los puntos criticos en su interior.
fi=4x—-4=0
fy=2y—-2=0

e Calculamos los posibles extremos en la frontera del dominio.

}=> P(1,1)

La frontera se compone de cuatro segmentos cerrados. Al restringir la funcién a cada segmento,
resulta una funcién de una variable, definida en el intervalo cerrado correspondiente.

e y=0= f(x,0) =2x?—4x + 3,0 < x < 3 = candidatos: P(0,0), P(1,0),P(3,0).
e y=2= f(x,2)=2x%—-4x+ 3,0 < x < 3 = candidatos: P(0,2), P(1,2),P(3,2).
e x=0=f(0,y) =y?—2y+3,0 <y <2 = candidatos: P(0,0), P(0,1),P(0,2).
e x=3=f(3,y) =y*—-2y+9,0<y< 2= candidatos: P(3,0),P(3,1),P(3,2).

Evaluando la funcidn en todos los candidatos obtenemos un minimo absoluto en el punto (1,1) y un
maximo absoluto en los puntos (3,0) y (3, 2).

Extremos absolutos en un dominio que no es cerrado y acotado

Si el dominio no esta cerrado y acotado, la situacidon es mas complicada. En general, procederemos
de la siguiente manera.

1. Localizamos todos los candidatos a extremos, es decir, localizamos todos los

a) puntos criticos situados en el interior del dominio.
b) posibles extremos situados en la frontera del dominio.

2. Estudiamos la funcion en cada uno de los puntos obtenidos, tratando de determinar si es 0 no un
extremo absoluto.

3. Enlos casos mas sencillos podremos utilizar argumentos fisicos o intuitivos. Los casos mas
complicados quedan fuera del alcance de este curso.

Multiplicadores de Lagrange

Sea z = f(x,y) una funcién definida en un dominio sometido a una restriccion R(x,y) = 0. Para
determinar los extremos relativos de la funcidn en el dominio restringido procedemos de la siguiente
manera.

e Introducimos un multiplicador de Lagrange A € R.
e  Construimos la funcion auxiliar A(x,y,A) = f(x,y) + A R(x,y).

e Resolvemos el siguiente sistema con respecto a las variables x, y, 1.

aA dA dA
Pl 0 3y = 0 Tl 0
e Los extremos relativos (si existen) se encuentran entre los puntos del dominio dados por las

soluciones del sistema.

Nota 1. Si la funcién posee mas de una restriccidn se introducen tantos multiplicadores como
restricciones tenga.
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Nota 2. Si la funcién es de tres o mds variables procedemos andlogamente.

Ejemplo. La temperatura en los puntos (x,y) del plano viene dada por la funcién T (x,y) = x + y.
Determinar la temperatura maxima y la temperatura minima que se alcanza sobre la circunferencia

unidad.

Debemos calcular los extremos absolutos de la funcién T (x,y) = x + y con el dominio restringido a

la circunferencia unidad x? + y2 = 1.

El dominio restringido estd cerrado y acotado, por tanto, la funcidn alcanza sus extremos absolutos

en dicho dominio. Para calcularlos

e Introducimos la funcion auxiliar
Ax,y, )=x+y+A(x*+y?—-1)

e Obtenemos los candidatos a extremos resolviendo el sistema

6A_1 B \
a—A=1+2/1y=0 = 5 9§=y}=) 2
ay [ x“+y =1 \/i
oA _ 2 _ J P(_T'
a2 " +y“—1=0

e Evaluando la funcidon en los dos Unicos candidatos, resulta

V22

T <+ X + 7) = +1/2 méximo absoluto.
N/

T (— - 7) = —+/2 minimo absoluto.

Ejemplo. La presidn ejercida sobre los puntos (x, y) del plano viene dada por la funcién f(x,y) =
xy?. Calcular la presién maxima y la presién minima ejercidas sobre el disco unidad x% + y? < 1.

El disco unidad esta cerrado y acotado, por tanto, existen los extremos absolutos en el disco. Para
determinarlos debemos calcular los candidatos en el interior y en la frontera del dominio.

1. Puntos criticos en el interior del disco: x? + y? <1.

fx=y2=0 =O
f,=2xy=0 =>£’2< 1}:>P(x,0),xe(—1,1).
x2+y?2 <1

2. Extremos en la frontera del disco: x2 + y? = 1 (usaremos los multiplicadores de Lagrange).

e Establecemos la funcidon auxiliar
A(x,y,2) = xy? + A(x2 +y%2 - 1)

e Obtenemos los candidatos, resolviendo el sistema

OCW-ULL 2017
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oA
=y 420 =0 ]
oh y2+2lx=0 yx+21)=0
a—:2xy+21y=0 = y(x+ 1) =0 (reordenando) = y? + 2Ax = 0
63]\ x2+y2=1 x2+y2=1
o _ 2 2 _ 1
31 =" +y 1—0)
e Enelcasoy = 0 el sistema queda
y:O y:O
2/1x=O}=>/1=0 }=>P(i1,0)
x?2=1 x=4+1

e Enelcasox + A =0 elsistema queda

V3 V6
x+A=0 A=—x A=—x P(+?,i?)
y*+2lx =0 =>y2=2x2}=>y=i\/§x =
xZ+y?=1 3x2=1 x = ++3/3 P RE +E)J
3’73

3. Portanto, los candidatos son:

e P(x,0),x €[-1,1].

 P(+5 oY)

V3 V6
- P(-52%)
4. Evaluando la funcidn en cada candidato obtenemos
e f(x,0) =0,paratodox € [—1,1].

o f (+ \/f ,ig) = +¥ presion maxima sobre el disco unidad.
o f|-— A£] ,iﬁ — 25 presiéon minima sobre el disco unidad.
3 3 9

Problemas de optimizacion

Los problemas de optimizacidn tratan de maximizar o minimizar una funcién objetivo sujeta a una o
mas restricciones. Una forma de hacerlo consiste en despejar alguna de las variables en la restriccion
y sustituirla en la funcidn objetivo. Si no queremos o no podemos despejar la variable, los
multiplicadores de Lagrange proporcionan un método alternativo muy adecuado, porque no se
necesita despejar la variable.

Ejemplo. Dividir el nUmero 24 en tres partes mayores o iguales que cero, de forma que el producto
de las partes sea maximo.

F(x,y,z) = xyz
x+y+z=24
0<x,y,z<524

El dominio es la interseccion de un cubo cerrado y acotado con un plano, por tanto, es un dominio
cerrado y acotado y la funcidn alcanza necesariamente sus extremos absolutos (maximo y minimo)
en el dominio. Veamos cémo obtenerlos.

Método 1. Despejamos z = 24 — x — y y la sustituimos en la funcién objetivo. Obtenemos una
funcién de dos variables que debemos maximizar.
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floy) =xy(24—x—y)
0<x<?24
0<y<24

e Calculamos los puntos criticos en el interior del dominio. Resultado P(8, 8, 8).
e Calculamos los candidatos a extremos situados en la frontera del dominio.

La frontera se compone de cuatro segmentos cerrados. Al restringir la funcién a cada segmento,
resulta una funcion de una variable, definida en el intervalo cerrado correspondiente. Calculamos sus
posibles extremos tal y como se indicd en la primera parte del tema.

e y=0= f(x,0) =0,0 < x < 24. Posibles extremos: todos los puntos del segmento.
e x=0=f(0,y) =0,0 <y < 24. Posibles extremos: todos los puntos del segmento.
o y=24= f(x,24) = —24x2,0 < x < 24. Posibles extremos: los extremos del segmento.
o x=24= f(24,y) = —24y?%,0 < y < 24. Posibles extremos: los extremos del segmento.

Evaluando la funcién en cada uno de los candidatos, vemos que el maximo absoluto se alcanza en el
punto P (8, 8,8).

Método 2. Utilizamos los multiplicadores de Lagrange. La funcidn auxiliar es
Ax,y,z, ) =xyz+ A (x+y+z—24)

El sistema queda

ON/Ox =yz+A1=0 \ P(0,0,24)
ON/dy =xz+ A =0 }:>P(0,24,0)
ON/0z=xy+A1=0 P(24,0,0)

dNod=x+y+z—24=0)  P(8,88)
Evaluando la funcidn en estos puntos volvemos a obtener un maximo absoluto en el punto P(8, 8, 8).
Ejemplo. Encontrar el punto del plano 3x + 4y + z = 1 mas cercano al punto A(—1,1, 1).

La distancia d de un punto (x, y, z) al punto A(—1, 1, 1) viene dada por

d(x,y,2) =\/(x+1)2 +(y—-1?+(z—-1)?

Dado que minimizar la distancia es equivalente a minimizar el cuadrado de la distancia, por
simplicidad, la funcidn objetivo y su restriccién seran

f(x,y.z)=(x+1)2+(y—1)2+(z—1)2}
3x+4y+z—-1=0

Para determinar los candidatos a extremos podemos utilizar uno de los dos métodos siguientes.

Método 1. Despejando z — 1 en la restriccidn y sustituyéndola en la funcién objetivo nos queda la
funcién

fO,y) =@+ D%+ (- 1D+ (=3x — 4y)?

e Sudominio es todo el plano.

. . 29 22
e Solo tiene un punto critico en el punto P (— — )

26’26’
e Utilizando el hessiano, resulta un minimo relativo.

Método 2. Multiplicadores de Lagrange. Establecemos la funciéon auxiliar

Axy,z ) =(x+1D2+ (@ —-1)2+(EZ-1)2+21C@x+4y+2z—-1)

OCW-ULL 2017 Pagina 13 de 14



J. Barrios Fundamentos matematicos

Obtenemos los candidatos a extremo

OA/O0x=2(x+1)+31=0 2x = —-31-2
0Ny =2(y—1)+41=0 :>2y=—4l+2 _ (_@Eé)
0A/0z=2(z—1)+1=0 2z =—1+2 26’26’26
ON/OA=3x+4y+z—1=0 3x+4y+z—1=0

Por tanto, esta funcidn solo tiene un posible extremo en el punto P (— %,g,% )

Solucion

El dominio de la funcidn no estd acotado, por tanto, no podemos asegurar la existencia de un minimo
absoluto. No obstante, analizando geométricamente el problema vemos que, forzosamente, debe
haber algun punto del plano cuya distancia al punto dado sea un minimo absoluto. En este caso, el
pie de la perpendicular al plano por el punto A (teorema de Pitagoras).

Por tanto, el Unico candidato obtenido proporciona forzosamente un minimo absoluto. El punto del
29 22 25 )

plano mas cercano al punto A es el punto P (— —,—,—
26’26’26

Optimizacidon de funciones de una variable

El método de los multiplicadores de Lagrange puede utilizarse para resolver los problemas de
optimizacidn que resolviamos al comienzo del tema utilizando las técnicas de funciones de una
variable.

Ejemplo. Un jardin tiene forma semicircular y su radio mide 20 m. En su interior se quiere instalar un
parterre rectangular, uno de cuyos lados estd sobre el diametro, mientras que el lado opuesto tiene
sus vértices en la semicircunferencia. El parterre se plantara de camelias, cada una de las cuales
ocupa 0.25 m?. éCudl es el nimero maximo de camelias que pueden plantarse?

Si la base del rectangulo sobre el didmetro mide 2x y su altura mide y, las condiciones del problema
vienen dadas por

floy) = ny}
x? +y? =207

El dominio restringido esta cerrado y acotado (circunferencia de radio 20), por tanto, la funcidn
alcanza sus extremos absolutos en el dominio.

La funcién auxiliares  A(x,y,1) = 2xy + 1 (x? + y? — 20)

El sistema queda

dA \
—=2y+21x=0 !

ox

0A oy =0 = P(+v200, i\/ZOO)}
_——= X =

ay g ' P(—V/200,+v200)
oA

2 2 _ 902 —
aa x“+y<—20 0

Evaluando la funcién en estos cuatro puntos obtenemos un maximo absoluto en el punto

P(\/ZOO,\/ZOO) . Los lados del rectdngulo maximo seran 2x = 2v200,y = v200. El rectdngulo
tendra un area de 400 m? y podran plantarse 1600 camelias.
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